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ACUARD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  nie 

de  Chabrol,  4o.  à  Paris. 
AMIGIES,    professeur  de  IMathématiques  spéciales,    au  Lycée,    boulevard  du  Musée,  6G, 

à  IMarseille. 
A\DltE  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  2."i,  à  Paris, 
A\TOI\E  (Charles),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Rrest. 
AOl'ST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

APPEliL,  maître  de  CDnl'ércnces  à  l'École  A'ormale  supérieure,  rue  SoufHot,  22,  à  Paris. 
ARO\'  (Henri),  banquier,  rue  de  Granimont,  i'|,  à  Paris. 

ASSEI.I.X,  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  83,  à  Paris. 
ASTOR,  professeur  de  Mathématiques  spéciales,  au  Lycée,  rue  Pvancher,  2,  à  Nice. 
BE\OIST   (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  à  Chalon. 
BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Kioz  (Haute-Saône). 
BERTRAM)  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  r.\.cadémie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  0, 

à  Paris. 
BISCIIOFFSUEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 
BIE.\AY1IE  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  à  Toulon  (Var). 
BIEVAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BO\CO.>IIV\G\I  (le  prince  Balthasar),  jdace  Colonna,  palais  Piombino.  à  Rome. 
BO.WET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  80,  à  Paris. 
BORCIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 
BOICIIER,  ancien  directeur  de  l'École    préparatoire    des  Sciences    et   Lettres,  rue  du 

Pin,   9.  à  Angers. 
BOLLA.VGER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BRAl'LT  (A.),  négociant  ii  Pons  (Charente-Inférieure). 
BREGIET,  membre  de  l'Institut,  quai  de  l'Horloge,  89,  à  Paris. 
BRE^IARD,  architecte,  boulevard  Mulesherbes,  i(J,  à  Paris, 
BRIOT  (F.),  capitaine  d'infanterie  de  la  Marine,  à  Cherbourg. 
BRISSE  (A.),  ingénieur  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  Abruz/.es  (Italie). 
RRISSË  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  l'olytechnique,  rue  Deiifert-Rochercau,  21,  h   Paris. 
BROf.ARD,  capitaine  du  Génie,  à  Alger,  S.  P. 

I',AR0\,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  62,  à  Paris. 
(;\TALA.\,  professeur  :i  l'Cniversité,  i\  Liège  (Belgique). 
CIIASI.ES,  membre  de  l'Institut  (decedé),  S.  P. 

IIIIEMIX,  ingénieur  des  Ponts  et  Ciiaussees,  rue  de  Rennes,  8y,  ii  Paris, 
(ilMALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
(;i,AYEl\,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  32,  à  Paris. 
CLALIIE-I.AKOXTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à"  Paris,  S.  P. 
COLLET,   [irofesseur  à  la  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

(!OLLIG\0\,  itigénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  2S,  à  Paris. 
f.OMBKItOLSSE  (ui:),  professeur  à  l'Kcole  Centrale,  rue  Blandie,  !\j,  à  Paris. 
tUlIlCELLES,    professeur    de   Matheniatitpies    spéciales   au    lycée    Saint-Louis,    rue    de 

Kciines,  ()8,  a  Paris. 
f.REMOXA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  ii  Rome. 
(illETlM,  professeur  au  lycée  Saint-L(Hiis,   rue  de  Seine,  1)3,  à  Paris. 
BARItOI  X,  professeur  .i  la  l'acuité  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  3(i,  à  Paris. 
UKFKHtCES,  capitaine  d'infanlerie,  atlachi;  il  TLlat-major  du  .Ministre  de  la  Guerre,  rue 

(1<!  (ii-i'n(;ll(;  Saiut-(>ermaiu,  123,  à  Paris. 
UESQ,  ra|)ilaine  d'Artillerie,  à   l'esançon. 
nEWILK,  lieutcMiant-colonel,  chef  du  Gefiie,  il  Montpellier. 
KdSIOit,  doctiuir  es  sciences,  rue  de  Bennes,.  121,  il  Paris. 
ItIKIUMIE,  professeur  it  la   l'acultedes  Sciences,  :i  Poitiers. 
ESCAIIY,  profi'sscur  au  Prytanee  militaire,  il  la  Flèche  (Sartlie). 
KAlHtE,  ancien  eieve  de  l'I'lcoii^  P(dyle<'hniqiie,  avenue  'rnidaine,  2(1, à  l'aris. 
fLOQIEr,   pr'ifesseur  à  la   l'acullè-  des  Sciences,  rue  Je;iniie-trArc,  <),  ii   ^ancy. 
KLUI  Sll\TE->l\ltlE,  répétilciir  a  l'Kcole  Polytechnique,  ru<!  du  Soiniiierard,  1  j,  a  Pail». 
VO.NTES,  ingénieur  des  Ponts  cl  (^hau.ssees,  a  \  illelVanclie  (  llaute-tiai-onne '. 
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FOIRET,  ripctitour  à  l'tcolc  l'olytecliniquc,  rue  W:isliiiii;t()ii,  i(i,  à  l'aiis. 

(ilItIKL,  injîPiiieiir  des  Ponts   et   Chaussées,   agrégé   de    la   l'acullé  de   Médecine,  rue 

Jouflroy,  39,  a  raris-Bati;;i)olles. 
C\lTIIIEK-VlLI..\ltS,  editpur,*(|uai  des  Grands-Aiigustius,  jj,  h  Paris,  S.  P. 
CE\TV,  ingoiiieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oraii. 
(iKIlOVO,  rue  Halle,  ^o  et  '|2,  à  Paris. 

GIKOD    A.\  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Vaugirard,  23,  à  Paris. 
GOFFAUT,  boulevard  des  lialignolles,  S'|,  à  Paris. 

GOIIIMUIF;  (de  l\',  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  7 j,  à  Paris. 
GOlItSVT,  |)r()l'esseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  dArcole,  i(),  à  Toulouse. 
€IUI\ltOI!6K,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  a  Liège  (15elgique). 
GIllEY,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
GIÇCIA  (Jean),  via  Rnggiero  Settimo,   >8,  à  Palerme  (Sicile). 
GIÉLOT,  chef  do  bataillon,  commandant  le  10=  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Sainl- 

Dié  (  Vosges). 
GIXTUER  (D"-  Sigisniond),  député  au  Reichstag  allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 
I1\4C,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  de  Villars,  1,'),  à  Paris. 
1IALPIIK\,  repéliteiir  a  l'École  Polytechnique,  rue  Sainte-Anne,  61.  à  Paris,  S.  P. 
IIATO.V  DE  LA  GOll'lI.LlÈltE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garancière,  S,  a  l'aris,  S.  P. 
IIATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
IIEMîY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 
IIEUMAKY,  chef  d'escadrons  au  17»  régiment  d'Artillerie,  h  Douai  (Nord). 
IIEUMITE,  membre  de  1  Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 
IIILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  /),  h  Douai  (  Nord). 
IIIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 
IIOEST  lEIliug,  stipendiât  de  l'Université,  i»  Christiania  (Norvège). 
IIOIRICAXT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  ii  Paris. 
IIICO  (Comte  L.),  traducteur  an   Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

I  :'l .  a  Paris. 
IIIMIIEUT.  elève-ingénieur  des  Mines,  rue  Notre-Dame-des-Charaps,  83,  ii  Paris. 
lUYOT,  ingénieur  des  Mines,  lue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

IMREIt,  répétiteur  à  l'Ecole  centrale,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 
JACQllEK,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  Saint-Jean,  170,  à  Bordeaux. 
JA\I\,  capitaine  au   32<=  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
JAYAKY,  chef  des  travaux  graphiques  à   l'École   Polytechnique,   rue  du    Cardinal-Le- 

moine,  28,  à  Paris. 
JORDAN',  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenncs,  /,8, 

à  Paris,  S.  P. 
JOIFFRET,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  ii  Palaiseau  (Seine-et-Oise), 
Jl'NG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 
KAXTOR  (S.;,  privat-docent  à  l'Ecole  polytechnique  allemande,  à  Prague. 
kŒIILEK,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue  de  Ueinis,  C,  h  Paris. 
kŒMCS,  élève  à  lÉcoIe  Normale  supérieure,  rue  d  Ulm,  /|5,  à  Paris. 
LACOU,  chargé   de    cours   à    la  Faculté    libre    des   Sciences,  rue    des  Pyramides,  ^,   à 

Lille. 
LAFFOX  DE  EADKDAT,  amiral  (décède),  S.  P. 
LAGIERRE,  examinateur  d'admission    il  l'École  Polytechnique,  boulevard  Sainl-Michel, 

fil,  à  Paris. 


LAISANT,  député,  rue  de  rA<ineduc,  .'>,  h  Paris. 

LAQIIÈRE,  administrateur  de  la  commune   mixte  de  la  Mekerra,  à  Sidi-bel-Abbès  (Al- 

anufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

«E.  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  .')8,  à  Paris. 
lirecleurdes  études  il  l'école  Moiige,   1  i'),  boulevard  Malesherbes,  ;i  Paris, 
rnest),  professeur  au  lycée  (.luu  Icniagne,  rue  Monge,  121.  a   Paris, 
ingénieur  des  Mines,  mailrc  de  conférences  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen- 


gerie , 
LAITU,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace) 
LAYEISSIÈUE. 
I.ÉAITÉ,  d 
LEBON  (E 
LËCOKXli,  iug 

(Calvados) 


LEFÈVRE,  professeur  au  lycée,  place  Reggio,  7,  à  Bar-le-Duc. 

LEMOINE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  55,  à  Paris. 

LEMOWlEIt,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Carrières  Saint-Gilles,  11,  à 

Caeii. 
LE  PAIGE.  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 
LESIMAILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÉVY  (Maurice),  professeur  à  l'École  Centrale,  boul.  Saint-Germain,  208,  à  Paris. 
LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 
LIGriVE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LI.NDEMAW,  professeur  à  l'Université,  Mottkestrasse,  i3,  à  Fribourg-en-Brisgau  (Alle- 
magne). 
LOXCCHAMPS  (GouiERRE  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée   Charle- 

magne,  rue  Gay-Lussac,  35,  à  Paris. 
LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186,  à 

Paris. 
LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  2,  à  Paris. 
MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  avenue  de  Montsouris,  2,  à  Paris. 
MALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,   11,  à  Paris, 
MALMSTÉV,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Suède). 

MAV.MIEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 
WARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 
MATHIEl  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  11, 

à  ÎN'ancy. 
MiG.\0\,  chef  d'escadron    d'Artillerie,  chef  d'état-major  de  l'.Artillerie  du  19*  corps,  à 

Vincennos. 
MITTAG-LEITLER,  professeur  à  l'Université,  à  Helsingfors  (Finlande). 
ItlOLTARD  ,  examinateur  h  l'École  Polytechnique,  rue  du  Yal-de-Gràce,  9,  à  Paris. 
OVIDIO  (  Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 
PAUMEVTIER  (le   gênerai),   membre  du    Comité   des  fortifications,   rue   du   Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARRA\,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 
PELI.ET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PERCIN,  capitaint>  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
PERRI\,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle.  80,  h  Paris. 
PEROTT  (Joseph),  avenue  d'Essling,  7,  à  Paris,  S.  P. 
PIIILIPPO\,  seci-étaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICARD  (Emile),  professeur   suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Michclet,  i3,   a 

Paris. 
PICQLET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
PISTOVE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
POLIGVAC  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  !\\,  à  Paris,  S.  F. 
POLSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 
PRESLES  (de),  sous-intendant  militaire,  à  Évreux. 

PKICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (  Anglotcrro). 
PIISEIX,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  81,  h  Paris. 
PITZ  (  le    général),  commandant  l'École  d'application    de    l'Artillerie   et  tlu  (Senie,  a 

F'"onlainebleaii  (Seine-et-Marne). 
R4HAr,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RA.\CY;de),    direclcur-géneral    de   la   Compagnie  d'assurances  /e   Scleil,  rue  de  Chà- 

tcaiidun,  !\\,  à  Paris. 
ItElVACIi  (baron  de),  banf|uier,  rue  de  la  Bourse,   \,  ii  l'aris. 
RtY  (Casimir),  professeur  à  l'École  regimentaire  du  Génie,  boulevard  delà  Heine,  2.'), 

a  \ersailles. 
niUAI  coin,  ingénieur  des  Pont»  et  Chaussées,  à  Aix  (  Bouches-du-RliAne). 
KlllOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,   1,  a  Dijon. 
ROIlKT,  ing<''nioiir  h  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  h  Paris. 
ROI.HVD,  membre  de  l'Institut,  au  Ministère  des  Finances,  a  Paris. 


ROIART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  iS",  à  Paris. 

ROUCHE   (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
R0[]SSEL1\,  professeur  au  lycée  Foiitanes,  rue  de  la  Ferme-des-Mathurins,  5,  à  Paris. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  25,  à  Paris. 

SAINT-PAUL  (Dlcup  de),  capitaine  au  36°  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SALTEL  (Louis),  maiti-e  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bondy,  2/(,  à  Paris. 
SARTIAUX,  ingénieur   des  Ponts  et  Chaussées,  à  la   Compagnie  du    chemin    de    fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCHLE6EL  (D'  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
SCHOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
SCBUBEKT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SÉGUY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 
SIVERi\G   (Jos.),   ingénieur  en  chef   des   travaux  publics,    place  du   Saint-Esprit,    9, 

à  Luxembourg. 
SOIVIIVE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École   de    Commerce,  rue  Forgowaja,  49.  à  Odessa 

(Russie). 
STEPHAiV,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
STEPHANOS  (D"^  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  28,  à  Paris. 
STUDMCkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
TAiVXERY  (Paul),  ingénieur  des  Manul'actures  de  l'État,  au  Havre,  S.  P. 
TAiV.NERY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  i^i, 

à  Paris. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques, rue  Monsieur-le-Prince,  18,  à  Paris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Pont-de-Claix  (Isère). 
TISSERAND,  membre  de  l'institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Sauniur  (Maine-et-Loire). 
TURQUAM,  docteur  es  sciences,  rue  Volney,  2,  h  Angers. 

VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  12,  à  Paris. 
VAiV'ECEli,  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohême). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  26,  à  Paris. 
VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 
WAliCKEXAER,  élève-ingénieur  des  Mines,  boulevard  Haussmann,  i35,  à  Paris. 
WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Rome,  i.'i,  à  Paiis. 
WEYR  (D"'  Edouard),  professeur  a  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
WEYK  (D"' Emile),  professeur  à  l'Université,  Marokkanergasse,  1,  à  Vienne  (Autriche). 
WORMS  DE  ROHILLY,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 
ZEUTHEN,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


Modifications  survenues  depuis  le  l"'  janvier  1881. 


BIENAYIHE  (Alexis),  chef  do  bataillon  du  Génie. 
SAINTE  CLAIRE-DEVILLE,  membre  de  l'Institut. 

DEMISSIONNAIRES. 

BACH,  tloyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 
BOUFFET,  ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées. 
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BOIUGKT,  recteur  de  l'Acadéinie  d'Aix  (nrt.   i'^  du  règlement  .idniinistriilif). 
BKIOSCUI,  directeur  de  l'Ecole  polytechnique  de  iMilan  (art.  42  du  règlement  adminis- 
tratif. 
CABillT     Maurice). 
LKFRBIRI::  DE  FOIUCY. 
.IIOVTIGW  (de),  capitaine  du  Génie. 

MCOLAIDÈS.  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (art.  42  du  rè[;lemcnt  administratif,. 
SVII.OKOSSITSCH,  ingénieur  (art.  42  du  règlement  administratif). 
TIIEUV,  professeur  au  lycée  de  Douai. 
WELStll,  capitaine  d'Artillerie  (art.  /("2  du  règlement  administratif). 


NOUVEAUX    MEMISIIKS. 

AMIGLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  iMarseille. 

ASSELIX.  élève  externe  à  l'École  des  Mines. 

ASTOli,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  INice. 

l!0\aHll'AG\l  (le  prince  Ballhasar). 

BltAlET,  négociant. 

BBÉGIKT,  memhre  de  l'Institut. 

BltlOT    F.),  capitaine  d'Infanterie  de  la  Marine. 

CIIEMI.V,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

DEEFOBGES,  crt|)itaine  d'Infanterie. 

ESCAKY,  professeur  au  Prytanée  militaire. 

KLOQIKT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy. 

GOlItSVT,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

GltlEV.   doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermonl-l'errand. 

GUM'IIEK  (  D"^  Sigismond),  député  au  llciclislag  allemand. 

IlIBEIt,  répétiteur  à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et  iManufactures. 

LACOIt,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille. 

LA\EISSIEI1E,  élève  externe  à  l'École  des  Mines. 

I.EliOltM ,  ingénieur  des   Mines,    inaitre   de   conférences    ;i  la  l'acuité  des  Sciences  de 

C.aen. 
LOXGCIIVIII'S  (GoiincHiiE  de),    professeur  de  Mathematicpies   spéciales  au   lycée   Charli-- 

maj;iie. 
MU.MSTÉV,  conseiller  d'Etal,  à  Upsal. 

l'ELEEf,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  (".lermout-I'errand. 
l'EliOTT  (.losoph),  S.  V. 

l'ItIC.E  (I5arlholoméo),  jirofesseur  à  l'Université  d'Oxfurd. 
ItlIlUT,   firofesscur  de  Mathématiques  sjx'ciales  au  lycée  de  Dijon. 
SAI\T-l'AIE(Di(;iP  de),  capitaine  d'Artillerie. 
Sdlll.KGEL  (l)'  Victor),  professeur  à  XVaren. 
SliliOLTE,  professeur  à  Groningue. 
SOM.VE  (N.),  professeur  à  l'Université  de  Varsovie. 
STAItkOFF  (Alexis),  i)rofessenr  il  l'Ecole  de  commerce  d'Odessa. 
ZLLrilE.\,  professeur  il  l'Université  de  Copenhague. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Knyale  des  Sciences  d'Amsterdam. 
.\cadeniie  des  Sciences  de  IScrlin. 
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Académie  des  Sciences  de  l'Instiliit  de  IJologue. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etals-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saiiit-Pétorshourg, 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  lÀiicei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

American  Journal  of  Mathematics  (rédacteur  M.  Sylvestcr,  h  Baltimore). 

Annali  di  Matematica  (  rédacteur  M.  lîrioschi,  à  Milan). 

Arcliiv  for  Matltematik   og  Naturvidcnskab  (rédacteurs  MM.  S.    Lie  et  \V.  Millier,  à 
Christiania). 

CasopY  pro  péstovâni matheniatikj  a  fysikj  (rédacteur  M.  Studnicka,  à  Prague). 

Ecole  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

CAornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battagliui,  à  Naples). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres  de  Milan. 

Jahrbuch  ùber  die  Forcschricce  der  Matltematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal   de  Sciencias  Matematicas   e  Astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teiseira,   à 
Coïmbre). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Matltematik,  à  Berlin. 

Mntfieniatische  Annnlea  (rédacteur  AI.  Félix  Klein,  h  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  MAI.  Alansion  et  Neubourg,  à  Gand). 

Réunion  des  officiers,  à  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  htdlandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  Khaikort  (Russie). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomalhique  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Lcip/.ig. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidskrift  for  Matltematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 

Tijdschrift    voor   Vormlecr    rekcnkuiidc    en   de   beginsclen    der    l'iskundc    (rédacteur 
M.  Versluys,  à  Groningue). 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  INIathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 

Les  Français  et  les  Etrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée;  i°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau;  , 

'2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  —  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.   —  Le  bureau  est  composé  de  : 

I   président; 
4  vice-présidents; 
1  secrétaires; 
•2  vice-secrétaires  ; 
i   trésorier; 
'  I  archiviste. 


-   14  — 

Art.  9.  —  Le  président  est  élu  pour  un  an. 

Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les 
mêmes  fonctions. 

Art.  11.  —  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  —  Tous  les  membre%de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  —  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  —  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixe  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.   15.  —  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbatiDU  de  la  Société; 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


REGLEMENT  ADMINISTRATIF. 


CM AlMTHi;  l'lîi:Mli;H. 
r  o  N  MITIONS    d'admission. 

\.   Les  conditions  à  remplit    pimi   divcuir  tiniiiluc  de  la  Siiciélé  soiil  : 
I"   Dèti'c  piésciilé    \\;\v  deii\    mciiibK".  (|iii    :niii>iii   ,i(lr('«-'.(''    nnr  drMian<!< 
signée  : 
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9."  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  i  des  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquillement  du  droit  d'admission, 
montant  à  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  II. 

TRVVAl  \    KT    PUBLICATIONS    DE    LA    SOCIKTÉ, 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialemeift  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil, 

o.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procés-vcrbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  comniuiiicalions  des   personnes  étran- 
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gères  à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathi- 
matique,  qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué erratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société.  -~- 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

lo.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  Mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  f.oT\l 
délivrées  à  prix  réduit  à  tons  les  membres  de  la  Société  résidents  on  non 
résidents. 

CHAPITRE  in. 

AD.MINISTBATION    DE    I.\    SOCIÉTF.. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  e-^t  de  l)alIottage. 
Uans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  dcmne  lieu  an  vote  de  ton»,  les  membres 
rébidcnts  ou  non  rési<lcrits.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  ù  la  réunion 
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électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

;20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

i21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  11  tient  un  registre  des  recettes  et  des  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

20.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convoca.tion  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  ati  inoins  sept  inembies  présents  pour  prondic  des  ilécisions 
en  conseil. 

X.  2 
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31.  Sur  la  prnpositidu  de  linq  mombre?,  le  vote  i»eut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Soci»5tc 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  il  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

3i.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  compta- 
bilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d  impression  sont  nommés  pour 
I  rois  uns. 

Les  membres  de  la  commission  d  inipression  jieuvcni  èlrc  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  nu  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PROPRŒTtîS,    REVKNUS    ET   DÉPENSES    DE   L.\    SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  résid(Mits  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 

1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  lo  francs; 
2"  I3c  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  coiisalioii  annuelle  s'élève  à 
9.0 francs,  payables  d'avance,  et,  poni-  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs, 
également  payables  d'aNance. 

Sont  considérés  comme  résidcnis  les  membres  ipii  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pai iun-<  liabituelle>,  ou  >   exci'cent   lialiit uellenienl  leurs  fonctions. 

41).  Les  nouveaux  menibies  (le\ront  payer  la  totalité  de  la  cotisation. 
(|ueili'  i|iie  soit    {'('itoquc  de  leui    admission. 


—  19  - 

41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  roti- 
sation  annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -i^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V. 

REVISION   DES  STATUTS   CONSTITUTIFS   OU   DU    RÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  revision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  revision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


AVIS. 


La  Rédaction  a  l'honneur  de  prévenir  MM.  les  Auteurs  que  le 
Conseil  de  la  Société  mathématique,  dans  sa  séance  du  i6  décem- 
bre 1881,  a  pris  les  décisions  suivantes: 

i"  La  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
des  tirages  à  part  dWiu leur,  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

2"  Pour  plus  de  cinquante  exemplaires,  la  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cinquante  exemplaires,  au  tarij  Jixé  pour 
le  tirage  à  cinquante  exemplaires. 

11  résulte  de  là  que  les  auteurs  auront  à  débourser  les  sommes 
suivantes  : 


NOMBRE 
DES   EXEMl'LAinES. 

25. 

50. 

100. 

200. 

300. 

400. 

500. 

1000. 

Pour  '/«  feuille 

3,65 

4  ,  25 

6,70 

i3,25 

'9.7^ 

26,25 

3:^75 

65,25 

»      Vj      » 

/l,i5 

5,00 

8,5o 

16,00 

23, 5o 

3 1,00 

38, 5o 

76,00 

»      V,      » 

r,,i5 

7,20 

II  ,25 

20,75 

3o,25 

39,75 

49,25 

96,75 

»        I       » 

fi,  90 

8,35 

12,75 

23,75 

31,75 

45,75 

.56,75 

111,75 

dont  Ils  seront  facturés  directement  par  l'imprimerie    Gauthier- 
Villars. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MEMOIRES    ET    COMMUNICATIONS. 


Sur  lescourbes  d'un  système  linéaire  trois  fois  infiniqui  touchent 
une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre;  par  M.  Likdemanjv. 

(Séance  du  6  janvier  1882.) 

Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  demande  d'effectuer 
l'élimination  des  paramètres  x,  A,  [ji,  des  variables  homogènes  x^. 
Xo,  x^,  des  différentielles  dxi,  dx^i  dx^,  des  différentielles  du 
second  ordre  d-x^,  d-x-^y  d-x^  et  des  différentielles  du  troisième 
ordre  <^^^, ,  c/'^Xo,  <r/^^3,  entre  les  équations  suivantes,  dans  les- 
quelles ca,  '1,  y,  (0  désignent  des  fonctions  entières  et  homogènes 
d'un  même  ordre  et  /une  telle  fonction  d'un  ordre  égal  ou  diffé- 
rent, savoir  : 

Ci  H-  /.'l/  -1-  Xy  -h  jxto  =  o, 
f/o -4-  y,c/({/  -1-  \d/  -+-  [xdui   =0, 

Ci^  Ci  -t-  X  ci-  'I  -i-  ).  </-  y  -r-   |X  C^-  OJ  =:  o, 

d^  Ci  -\-  •/.  d^  (]/  -i-  X  <5^^  y  -4-  [X  <-/*  (0  =  o, 
/  =  o,     df  =  o,     d-^f  =■  o,     d-if  =  o. 

Pour  y  arriver,  nous  avons  dû  traiter  d'abord,  dans  I  et  II,  les  cas 
où  il  ne  s'agit  que  des  différentielles  du  premier  ou  du  deuxième 
ordre,  cas  pour  lesquels  les  résultats  sont  déjà  connus,  mais  nous 
les  présenterons  sous  une  forme  nouvelle.  111  est  consacré  au  pro- 
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blême  proposé.  La  marche  que  nous  allons  suivre  offre  cet  avan- 
tage qu'elle  peut  s'appliquer  d'une  façon  analogue  aux  cas  plus 
compliqués  ;  on  peut,  en  effet,  résoudre  par  des  calculs  semblables 
le  problème  relatif  à  un  contact  d'ordre  v,  après  avoir  abordé  celui 
qui  concerne  un  contact  d'ordre  y  —  i .  Le  dernier  paragraphe  est 
consacré  à  quelques  observations  auxquelles  donnent  lieu  les  ré- 
sultats obtenus  combinés  avec  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Brill. 

M.  Krey  { '  )  s'est  aussi  occupé  du  problème  actuel;  il  a  effectué 
l'élimination  des  différentielles  et  des  paramètres;  mais  il  n'est  pas 
parvenu  à  séparer  du  résultat  le  facteur 

A- 3  =( kxXi-^  k-i x^_  -f-  /13 T;j )', 

A"),  k-xi  k-i  étant  des  constantes  qui  servent  à  fixer,  par  l'identité 
A_(.=  1 ,  les  valeurs  absolues  des  coordonnées  Xs,x-i,  x-^. 

L  —  Contact  du  premier  ordre. 

1,  Désignons  par  n  l'ordre  de  la  courbe  primitive,  et  supposons 
qu'elle  soit  représentée,  en  coordonnées  homogènes,  par  l'équa- 
tion 

/=:0       OU        f{XxX-2X-i)=0. 

Les  dérivées  de  /  par  ra])j)orl  à  x,,  x.^^  J7;i,  multipliées  par //, 
seront  désignées  par/,,  /o,  /n,  de  sorte  que 

/,=  -  ^,     /.  =-  -^,     /;.  =  i  -^. 

n  ().r,  '     •'■^        n  dx^       '  '        n  "^x-i 

Notre  premier  problème  est  de  déterminer  les  courbes  d'un  fais- 
ceau 

qui  louchent  la  courbe  primitive.  A  cet  eflet,  il  suffit  de  déter- 
miner sur /=  o  les  points  (le  eonlacl  des  courbes  demandées  ;  CCS 
pf)ints  sont  les  points  «le  (dïii(i<leiiee  d  une  certMine  correspondance 
qui  est  donnée  |>ar  noire  proMènii;  enire  les  |)oinls  x  v\y  de  /=  o. 
Par  chaque  point  y  de  celte  dernière  passe  une  courbe  du  fais- 


(')    Midlniiiiilist  hi.Xniiulcn.  I.  \,  |p.   ui;  iH-(). 


i:<jau,  doiiiKM.'  |)ar  1  é(jualii>ii 


'fo(7)     'fi(j') 
'i>o(.r)     '.iiix) 

Pour  y/ =  ^/,  cette  équation  est  satisfaite  identiquement;  nous 
cherchons  de  tels  points  x  sur  f  =  o,  pour  lesquels  elle  est  encore 
satisfaite  si  l'on  pose  r,-  =  x/4-  dxi  ou 

(  2 )  /idxi-+-  fi  dxi  -h /s  dXi  =  u. 

Par  cette  substitution,  elle  devient 

>   -T-^  dxi       >  -^  dx 

Âmd  ÙXi  ^  ÔXi 

Les  quantités  dxi  sont  déterminées  par  (a)  et  par  une  identité  de  la 
i'orme 

(  3 )  A,  dx\  -r-  k-, dx-i  -h  A3 dXi  =  o, 

les  ki  étant  des  constantes  telles  que 

A*j  X^  -T~  A'-2  X^  -r-  A*3  X^  '^^  I  . 

On  tire  de  (2)  et  (3) 

i 

I    ?dX3r=  f^ko—  kifo. 


n«) 


pc?a7,  =/ok3  —  kif:i, 
pdx-i^f^ki  —  ka/i, 


(4) 


Par  rintroduclion  de  ces  valeurs  dans  notre  délennitiaut,  et  en 
désignant  par(cp?|>y)  le  déterminant  des  fonctions  cp,  6,  y,  ort 
trouve 

i'fo/k)    ^'iJk) 
Oo(x)       '^i{x) 

Il  s'agit  de  séparer  du  premier  membre  le  facteur 

A'x  =^  k\Xi  -f-  fi 2X2  -h  n^Xj, 

par  lequel  il  doit  être  divisible.  C'est  en  se  servant  de  la  nolalion 
syndjolique  que  l'on  peut  effectuer  cette  séparation  de  la  manière 
la   plus  facile.   Faisons  doue,  s  étant    l'ordre  des  courbes  du  fais- 


-  2i  — 
ceau, 
d'où 

(^,/A-)=«.9.(«.aA-)?ir»«r'- 
L'équation  (4)  devient 

[(a  a^)  p^  -  (  13  ak  )  a^J  a'i~  •  a^  '  ?r  '  =  o. 

Relativement  à  l'expression  entre  crochets ,  nous  opérons  par 
l'identité 

Eu  égard  aux  conditions  a"  =  o,  Ax  =  i ,  il  vient 

(5)  (aa?)ar'ar»?7'  =  o, 

d'où  il  suit  (juc  les  points  de  contact  cherchés  sont  les  intersec- 
tions de  /=  o  cn-ec  la  jacobienne  des  trois  courbes  ft=zo, 
'i„  =  (),  o,  =  o;  résultat  qui  est  d'ailleurs  connu  (  '  ). 

II.  —  Contact  du  deuxième  ordre. 

3.  Nous  supposons  donné  un  svstènie  linéaire  dépendant  de  deux 
paramètres,  savoir 

(  G  )  'f  -<-  ^^'\  ~t"  I^X  =  "  ! 

où 

Dans  notre  édition  des  leçons  de  Clebsch  (-),  nous  avons  fait  re- 
marquer que  l'équation  de  la  courbe  d'ordre  5,  qui  appartient  au 
système  (6)  et  qui  louche  la  courbe /=  o  en  un  point  jc,  est  donnée 
par  l'équation 

le  point  variabh-  a\anl   les  coordonnées  v,;  ou  bien,  en  appliquant 


(')    Voir  Ci,Kiis(;ir,   Vorlcsungcn   iiber  (irometrie,  l.  I,  p.  /|')0,  noie;  l.  Il,  |).  171 
flans  l;i  triidiirlion  fie  M.  IJcnoist. 


2r>  — 


la  iiolalion  symbolique, 

Cette  même  formule  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante  : 


(7) 


?(j)  'Hr)  y.iy)  « 

Oiix)  'h^(x)  7,(a7)  fi{x) 

^^{x)  '\^{x)  -/^{x)  Mx) 

?3(^)  ^3(^)  yj{x)  f3{X) 


=  o, 


ou  nous  avons  pose 

1     r>-i 

^,-{X)=   -  —^ 

5     dXi 


1  ^ 

*  dxi 


y     yj{x)  = 


'   '^X. 


5    dXi 


Il  est  aisé  de  vérifier  que  l'équation  (7)  satisfait,  en  effet,  aux 
conditions  demandées.  D'abord  le  premier  membre  s'évanouit  iden- 
tiquement pour  )-  =  X,  car  on  a 


<\>{x)  =  Xi'\>i- 

y^{x)  =  Xiyj 
f{x)  =  xji- 


^2  7.2 -H  ^3X3 

^2/2  +  ^3/3  =  O 


De  même,  pour^K  =  x  -\-  dx,  l'équation  (^)  est  satisfaite  identique- 
ment. Car  si  l'on  en  multiplie  les  trois  dernières  lignes  du  déter- 
minant respectivement  par  x,,  x-,,  x^  et  si  l'on  retranche  la 
somme  de  ces  produits  de  la  première  ligne,  les  termes  de  cette 
dernière  deviennent,  en  vertu  de  /  =  o, 

do{x),     d^{x),     dy(x),     o. 

Si  l'on  multiplie  ensuite  les  même  lignes  par  dXi^  dx^,  dx-i  et  si 
l'on  retranche  encore  la  somme  de  ces  produits  des  termes  de  la  pre- 
mière ligne  divisés  par  s,  ces  derniers  disparaissent  tous  en  vertu  do 
/=  o.  La  courbe  représentée  par  (  7  )  a  donc  bien  un  contact  du  pre- 
mier ordre  avec/=  o  au  point  x,  et  elle  fait  partie  du  système  (6). 

i.  Pour  trouver  maintenant  les  points  où  une  courbe  de  ce  sys- 
tème touche  la  courbe/^  o  par  un  contact  de  deuxième  ordre, 
nous  mettons,  dans  l'équation  {']),  les  quantités 

x,-  -4-  2  dxi  -+-  d-  Xi 
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à  la  place  des  j/.  Les  équalioiis  /'=  u.  ^//=  <>,  (J'-f  =  o  devant 
être  satisfailcs,  les  termes  de  la  première  ligne  horizontale  du  dé- 
terminant se  transforment  aisément  en 

les  symboles  a  étant  équivalents  aux  symboles  <?,  et /;,  de /'(./). 
Dans  ces  expressions,  il  faut  introduire  les  quantités  Ai  à  l'aide 
de  (3);  on  trouve,  d'après  une  identité  connue, 


(7«) 


=  -(oLak  )2  ««  -  ib'i~^-{%bk)^  b^-  2  a'I 


—  -{abk  y  a  j.  a'^r  ^  b'^r  -^—-(aboLy  a"^'  '^  ù'J.  ■' .  k-j. 


Si  l'on  forme  trois  relations  analogues  en  remplaçant  les  SMnbolo 
a  par  ^,  y,  c,  et  si  l'on  transforme  par  elles  la  première  ligne  du 
déterminant,  dans  chaque  élément  -de  cette  ligne  figurent  cinq 
termes.  Les  deux  premiers  en  disparaissent  à  cause  de  f=  o.  On 
peut  aussi  faire  disparaître  le  troisième  terme  qui  contient  les  fac- 
teurs <p(a;),  '}(^),  y(a:),/(^)  respectivement,  en  multipliant  les 
trois  dernières  lignes  du  déterminant  par  des  facteurs  convenables 
et  en  ajoutant  ces  produits  aux  éléments  de  la  première  ligne. 

Il  ne  reste  donc,  dans  chaque  élément  de  la  première  ligne, 
que  le  quatrième  et  le  cinquième  terme.  Pour  la  quatrième  colonne 
en  particulier,  ce  cinquième^  terme  est  égal  à 

(  Ai  —  I )( abc  ){abk)a'i.   -  b[[.  '^  c'[.   '  A> 
n  —  I 


3 
n  —  I 


k,r[{abk}c.c  —  {ack)b,f  —  (rbk  )a,r\(abc  •//"    '  ^.'/ 
k}(abcf-a!i.   ^  b%   ■' c';~ '' . 


3 
de  sorte  (pie  l'on  a,  en  vertu  dey  =  o,  f//=  <» 

(  ;/')  ^^i,r.'',-^cfi,.=—  \  k\.{nbc)'i a",-^  b",ri  c'[r^  =        ^A, 

(>  (» 

m  <l(''M^ii;iiil   |»;ii  A  le  cdn  iiiiiiiil  Iiomcii  de  /\.r). 

Mnll  l|)ll(lll>^  iii.iiiilcii.iiil  lo  Inns  driiiit'-i<-s  lignes  iju  i|('-li'i  iiiiiuuil 
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l'cspeclivciucnl  jjar 

(s  —  \){ab)i{abk)a'i-'-  b'i'^  .k^c, 

où  {fih)i  =  a.^lh  —  ^2«3i  .  •  . ,  et  retranchons  les  produits  ainsi  for- 
més des  termes  de  la  première  ligne;  ceux-ci  deviennent  alors  res- 
pectivement égaux  à 


-{s—  i)(a6a)2a«-2  6«-2ai-2  .k^. 
-  (  5  —  I  )  r  «6  [i  )2  «  J-  2  ^« - 2  r^s-  -1  _  ^-2  . 


~-(s-i){ab'[y  «r -  ^r - ïi"'  •  ^1' 


—  ^  (  «  —  1)  A  Aj  —  (s  —  i)(abc}(abk)a^-^-  b^-'-  c'^r^k^  =—  "  "^  ^^ 


\kl. 


Par  ce  calcul,  nous  avons  donc  séparé  du  déterminant  un 
facteur  A"^,  et  les  grandeurs  ki  ne  figurent  plus  dans  le  déterminant 
restant,  de  sorte  que  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Les  points  de  la  courbe  f  =^  o  où  une  courbe  du  réseau  (6)  a 
un  contact  du  second  ordre  avec  elle  sont  donnés  par  ses  inter- 
sections avec  une  courbe  d'ordre  Z( n  -\-  s  —  3),  savoir  : 


(8) 

où 

(8«) 


1  ;  M- 

(»          i;-v 

3 

^. 

7.1 

/. 

'h 

X2 

A 

•h 

7.3 

/a 

?1 


X  =  (  «6  Y  )2  «2.-2  62-2  y;-2  ,   A  =  (  abc  y-  «r  '  6r  ^  cr  '  • 


5.  Pour  nous  convaincre  que  notre  résidtat  concorde  hien  avec 
celui  de  M.  Brill  (  '  ),  nous  allons  le  démontrer  encore  d'une 
autre  manière. 

E^idemlnf'nl    les  jioinls   cherchés   de  /=  o  doivciil   salisl'aire   à 


(')  Ueber dicjeingen  Curven  eines  hiischels,  welclie  eiiie gegebetu'  Cuik'c  zwei- 
punktig  beriihren  {Mathematische    innalen,  l.  Ml.  1871). 
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réqualion 

(9) 


où  nous  n'avons  écrit  que  les  éléments  de  la  première  colonne,  les 
autres  colonnes  étant  de  la  même  forme,  et  le  déterminant  devant 
être  du  troisième  ordre.  C'est  par  des  transformations  identiques 
de  ce  déterminant  à  l'aide  des  équations /=  o,  df=^  o,  d-f-=.  o, 
que  M.  Brill  a  déterminé  les  intersections  de  la  courbe  (8)  avec 
/■=  o  par  l'équation 

s    I     ..  ,  s    ^ 


Q  = 


p  = 


?i     ?i     7,1 
?2    «{^2    yj. 

?3       ^Z       7.3 


u 

1 

-  yii  - 

—  i/v 

1 

<?11 

?22 

^33 

Oo 

î       ?31 

?12 

4'ii 

^iï 

^33 

4., 

i       ^Z\ 

"]^12 

Xii 

7,22 

7,33 

7.23 

7.31 

7,12 

^/i 

O 

0 

0 

h 

/2 

' 

o 

2/2 

0 

h 

0 

/l 

o 

0 

■^h 

h 

/. 

0 

/n 

/l2 

/l3 

?I        4'! 

7,1 

M 

/22 

/23 

1 

~  6 

T2       4^2 

72 

/a. 

/32 

/s  3 

«3       <^ 

^3 

7,3 

Nous  aurons  démontré  l'identité  des  deux  résultats,  lorsque 
nous  serons  parvenus  à  déduire  l'équation  (8)  immédiatement 
de  (9).  Or  on  a,  par  des  transformations  élémentaires, 


?  -j.  y. 
d^  d<]^  dy 
«?2cp     d-i^f     d^y 


? 

4^ 

7. 

0 

0 

0 

d'p 

r/^/ 

^^7 

0 

0 

0 

f/2o 

f/2-^ 

^/^7. 

0 

0 

0 

?1 

'I'. 

7,1 

I 

0 

0 

?2 

4-2 

7.2 

0 

I 

0 

'■f3 

4^3 

7.3 

0 

0 

I 

(> 

0 

0 

^I 

X-i 

■2^3 

" 

<l 

0 

d.r, 

dr. 

'/./•:, 

^ 

•y 

7." 

d-^.r, 

d\r. 

'/^.'•a 

fl 

1. 

71 

' 

0 

(1 

?2 

•>2 

72 

0 

1 

0 

'fs 

4-3 

/3 

Cl 

f) 

1 
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SI  I  un  pose,  pour  ;ihreger, 

o"  =  (  5  —  I  )  SS  (p,x.  dxi  dxk, 
-]/"=  (5  -i)^l.<]^ucdxidxk,     y"=  (5  -  i)21yadxida:^.; 

el,  en  poursuivant  les  transformations 

I      O  O  O  O  3^2  '''3 

()      o      o  O  dx-î       dx-i 

o"     <V     f     ^fid^Xi     d-^xo     d'^-x-i 

?i     4'i     7.1        — /i  o  " 

^2       '\%       lï  fl  ï  o 

«f3     'l's     7,3        —f^  o         —  I 

enfin,  le  déterminant ^2 ^-z-;,  —  x^clxo  étant  proportionnel  à  /,  (égal 

p"     'V'     -/  "     (  «  —  I  )  S  S/, VL-  flfr  /  dx,, 


'fi     VI     71 
?2     -h     1^ 


'f3       ?3       7.3 

Par  là,  nous  sommes  en  effet  retombés  sur  l'équation  (8),  pourvu 
que  Ton  y  ait  fait  la  substitution 

ji  ^  Xi^  1  dxi -+-  </2 Xi. 


III. 


Contact  du  troisième  ordre. 


6.  En  partant  des  résultats  obtenus  précédemment,  il  est  aisé 
d'établir  l'équation  d'une  courbe  d'ordre  s  qui  fait  partie  d'un 
système  trois  fois  infini,  savoir  : 

oix)  -f-  Y.<\{x)^  h/(x)-h  \j.(m{x)  =  o, 

et  qui  touche  la  courbe  f[x)  =  o  en  un  point  donné  x,  par  im 
contact  d'ordre  >>.  Cette  équation  est  donnée,  en  variables  î,,  par 


(  10) 


?(r)         •h(y)         -/{y)         M  y) 


■y.  s  —  3 


<f3 


yi 

7' 

'ii-i 

7i 

'i'3 

73 
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Les  quantités  $,  W,  X,  A  sont  encore  définies  par  (8*^),  et  nous 
avons  posé 

Évidemment  l'équation  (lo)  est  satisfaite  pour  )- =  x  et  pour 
^■  =  X  -+-  dur.  Pour  prouver  qu'il  en  est  de  même  pour 

il  suffit  de  remarquer  que,  d'après  les  calculs  achevés  au  n*'  4,  les 
termes  de  la  deuxième  ligne  horizontale  du  déterminant  peuvent 
être  remplacés  par 

7.  Pour  trouver  maintenant  les  points  de  f^  o  où  une  courbe 
du  système  proposé  a  avec/=  o  un  contact  du  troisième  ordre,  il 
nous  faut  mettre  x  ■+-  "idx  -h  '6d-.r  -+-  d-^x  à  la  place  de  }',  ou  bien 
d^'f,   .  .  . ,  à  la  place  de  'f(j'),  •  •  •  •  La  relation  d^f=  o  ou 

(II)     a'i'  '  a,pjr  -i-  3  (  rt  —  I  )  «i  "  n,/j:  a,n.r  -+- {n  —  \){n  ~  i)  o'j,  »  af,jc  —  o 

devant  être  satisfaite,  les  cinq  termes  de  la  première  ligne  du  dt'-- 
tcrminant  (lo)  peuvent  s'écrire 

i  3(w  — i)a«   ^  a^:ca<r-x-+-  (n  —  j}{n  —  'i)a%-^af,j,. 

De  la  relation  (7"),  <»n  tire,  par  différentiation,  en  multipliiinl 
d'abord  j)ar  y.^^, 

(lit  /  -(n  —  y.)(oh-x)^a"^-3/>'y'^n,,_rT'_^^Jtj. 

I  J-ILl  (  ah  a  )2  /7 7. ^  h'y^  aV  ••  t.i  ^  k  f 

I  a  a  .i  .,       ., 

■     (.V  —  \)'lj-1,ir\k  ,. 

Sur-   le    (|ii;ilrièMie    el    sur     le    ile?iiiet    leirne    du   sepuinl   nienilnc 


—  .{1  — 

nous  (tpcnins  par  1  KIcMtitr 

I  i4)         ?  Vx«x=  i:(.cA)a^.=  [(acrt)Â.r-t-  (oLak)Cj:-\-  (acA)0L^]c'^^ 

II  vient  alors,  en  vertu  de  f=  c'^  =  o, 


I   2  p5  a:ir2  a,/^  arfîj, -^  p^  (,ç  —  a )  air»  a,|^  ^-  a  p^  r/p  a^-2  a,^ 


f/j: 


(  I  ■)  )  ■,         =  A%  * A-|.  4> 


en  désignant  par  A,  B  des   quantités  qui  ne  contienncnl   plus  les 
svmljoles  a,  el  en  posant 

/  *'  :=  ( aboif{acoL)ar^  b^-^  cr'  <-\ 
(  I  )")  '  <!•"  =  ( ab'xY{ack)a%-^  b^-^ c^-"^  a^-2, 


enfin 


R,  =  {ab)i{abk){ack)a"-^  b'^r^  cj  S 
*"  =  (  a6  a  ) (  «6/c  ) (  a  ca  )  a.'^" »  è"-^  c«- 1  a^--2 

=  —  'I'"  -1 —  (  abc  )  [{ ab  ■x)c,r  —  (ac-x  )  b^.]  (  a  ka  )  tT 
=  —  <1>"  -I (abc  )  I  (  abc  )  a^.  4-  (  c6  a  )  a^^.]  (  a  Aa  )  1 1 

ear  dans  le  troisième  ternie,  qui  devrait  figurer  au  second  incndjre, 
les  facteurs  (c6a)(aA"a)  peuvent  être  remplacés  par 

-[{cbi^i/xka)  ~  {ab'x){'xkc)  —  {  ca7.){0Lkb  }]  =  -(cb'x){ika)  =  o. 

Ainsi  le  second  membre  de  (i5)  devient 


Ai* AJ* 


(  1 3'M 


(  1 5''  )  'I»*  —  {  abcï-i  a  OL k  )a",.    ■'  b'{.   '•*  c'].    '  a^j.' '  —  S  S,- tp, . 
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8.   Pour    achever   l'élimination  des  différentielles,   il  nous  faut 
encore  étudier  l'expression  a^^^a^^:- 
Les  équations  (S*^)  et  {y'^)  donnent 

P'^'c-^  ^'L-  =  (aaA-)(a6A-)(acA-)«r  '  ^r  '  c'^'  ^r' 

H-  A'o  +  B'rfcp. 

et,  en  appliquant,  pour  les  deux  premiers  termes,  encore  l'iden- 
tité (i4) 

1  P^  «r ^  ^àx  =  ^  -^"^ *' -  ^  ^"'- *" -^    ^''  *" ^  ^"- *"'-^  A'cp  +  B'rfc? 
(i6)  ^ 

f  =  -A-^*' Ai.*"+-A-2cï>v^A-   cï>"'-4-  A'o+  B'f/o. 

I  2  2  9. 

Multiplions  maintenant  l'équation  (i5)  par  (5  —  i),  et  retran- 
chons-en l'équation  (16),  multipliée  par  -(5  —  i)(5  —  ;>-),  en  avant 

égai'd  à  l'expression  (i5*)  pour  le  second  membre  de  (i5).  Ainsi 
nous  trouvons  la  première  des  quantités  (12)  sous  la  forme  sui- 
vante 

3p*(  5  —  i)ai'2  arfj,arfs.r-h  p^{s  —  i)(s  —  ■i):l%-^  a,l,. 

=  -  3(s  -  i)p^dpT%'-  a<?^. -4-  A"o  -f-  B'^cp  -4-  '-ini^JZ^}*'/; H 

^'''*  '■  —  -(5  — i)(n  +  5  — 3)*"A2 

-+■  -{s  —  l)(6n-+-  2A  — l3)*"'A.r-f-  7(5  —  l)(25  —  l)**A.|. 

D'une  manière  analogue,  on  est  conduit  à  trois  autres  relations 
qui  résultent  de  (17),  quand  on  y  remplace  le  symbole  a  respecti- 
vement par  [i,  y,  ô.  Enfin,  on  peut  mettre  un  symbole  d  (où 
d'^  =  a^)  à  la  place  de  a,  pourvu  que  l'on  mette  simultanément  n 
à  la  place  de  .y.  Dans  ce  cas,  se  présentenl  an  lieu  de  <I>',  <Ii",  <!>'",  <ï>* 
les  formes 

A'  =  {abd)^(acd)a'J,~'^  b'J.  2  c ^  »  t/^  ^ 

A'  =  (a6rf)2(rtcA-)a5-3  6«-*c«->rf5-«, 

A'"  =  (obd)  (  f//>A  )  (  ark  )  <i'[.   »  /v^.    ^  r'/.    '  r/'^    '  =  S  R//, . 

A*  =  («6r  )2(rtf/Ai«'/    '^'/    -'(•'/    --ij'/    •  -^  A''=  ÏS/,. 
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Or  il  esl  à  remarquer  que  A'  s'annule  identiquement  et  que  A'" 
se  réduit  facilement  à  A".  En  effet,  A'  change  de  signe,  si  l'on 
permute  entre  eux  les  symboles  a  et  d.  Quant  à  A",  nous  permu- 
tons les  letti'es  6,  d  Q.V  faisons  usage  de  l'identité 

(  ahk  )  dx  —  (  (idk  )b,r=  {abd)kx  —  (  bdk )  a-r- 

Il  vient  alors 

A"'=  -kx^"~  -  (  abd){ack  )(  bdk  )a'i  -  b"^^^  c%^^  d[i.'  - . 

Au  deuxième  terme  du  second  membre,  nous  pouvons  rem- 
placer, sans  altérer  sa  valeur,  les  facteurs  symboliques  (ack){hdk) 
par 

-  [(  ack ) (  bdk )  —  ( bck  ) (  adk )  —  (  dck  i (  brtk  )]  =  -  (  acd)(  bkk  )  =  o. 


Il  s'ensuit 


A"'=-A>.A' 


Pour  la  dernière  des  cinq  quantités  (12)  nous  avons  donc,  au 
lieu  de  (17),  cette  relation  plus  simple 

/  3  pM  /t  —  i)ci'i~^  auxan^x^  f  {n—\  ){  n  —  2  jaj^^  a,/j. 

8.  Les  équations  précédentes,  (17)  et  (18),  nous  servent  à  Iran s- 
lormer  les  expressions  (12),  premiers  éléments  du  déterminant  (10) 
après  la  substitution  j'  :=.  x  -\-  Zdx  +  Zd'^x  -\-  d^x.  D'abord  nous 
pouvons  y  omettre  les  termes 

-3(5  — I)p2<0ai-2a2^,         ...,        _3(„_i)p2^p„/7-2„2^. 

car,  en  utilisant  les  trois  dernières  lignes  du  déterminant,  ils  pou- 
vent  s'écrire  de  façon  qu'ils  deviennent,  d'après  les  calculs  du  n"  4, 
proportionnels  aux.  termes  de  la  deuxième  ligne.  De  même,  nous 
pouvons  négliger,  en  vertu  àe  f  =  o  et  df^=  o,  les  termes  qui  con- 
tiennent les  facteurs  cp,  do,  etc. 

De  plus,  nous  pouvons  v  supprimer,  en  vertu  de  la  relation 
A"'=  SR,//,  les  termes  dans  lesquels  figurent  les  expressions 

*'"  =  S  R,  o, ,     W"  =  Z  R,  ^i,     X'"  =  2  R,  y  /,     ti'"  =  2  R,  w, . 

Il  faut  seulement  retrancher  en  même  temps,  de  la  dernière  des 
X.  3 
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quantités  (12),  Texpression 

^(5  — i)(6n-4-2J?  — i3)A"'A>=  i(5  — i)(6«--2.î  — i3)A"Â>. 

Enfin,  <ï>'  étant  égal  à  SS,cp/,  .  .  . ,  on  peut  y  supprimer  les  ternies 

4  4 

pourvu  qu'on  retranche,  du  second  membre  de  (18),  le  produit 


—  (2.-i)AvA-l. 


(2."»  — i)A''/,\x.. 


4  4 

Ainsi,  les  éléments  de  la  première  ligne  du  déterminant  en  ques- 
tion se  présentent  sous  la  forme  suivante 

- (5  —  i)(5  — 2)*' .  A-1  —  -  (5  —  i)( « -^  s  —  3 ) *". /.i, 


l(s-i){s-^)W'./ci-l{s-i){n^s-3)W"./:-i, 


^(5-i)(*-2)X'.Al--(5-i)(n-^5-3)X".A-|, 

i(*  — 1)(5  — 2)o'.Al (s  —  i){n^s  —  3)Q.".A%, 

—  U(/i  — 1)(«  — 2)-h  i(s  — i)(3w  +  25  — 7)    A".X1.. 

Ici,  nous  avons  désigné  par  W",  X",  ù"  ce  que  devient  ^"  quand  (tn 
y  remplace  a  respectivement  par  |3,  v,  0. 

Le  déterminant  lui-mcmc  prend  donc  cette  valeur 


(19) 


D  =  i(.-i)(.-2)A-l.A-ixi.B, 


ou  nous  avons  pose 

<[>' 

\l' 

\ 

0 

(  .V I  )  'I' 

(.S  — i)»r 

A-  —  I  ) 

\ 

(  .V 

1 

)" 

( 20  )     A  = 

'fi 

■]'. 

/.l 

10  1 

?2 

^2 

/.-• 

(<)■) 

?•' 

•>. 

/■' 

">.. 

■3  '!>" 


7  »f" 


7\ 


(A  —  I)'!'        (A—  l)»r        (A—  l)\         (A   —  lit» 
ti,  '\>l  /t  (O, 


'fi 

.L. 


/.t 


/;  -t-  9.  .V  —  3 
i 

./■ 

A 

./■;. 
/•A" 

/»      '     2V  3 

3 

./. 

A 
A 


(  7.0«  ) 


•7  =    (S 


i)(n 


—  Xi  - 

.9-3), 


'■  =  ^[(.n  —  i)(n  —  '2)^{s  —  j)(3n 


7)1 


=  7  +  -  (  n  —  I  )(  w  — 2  )  —  -  (  .V 


^  )(.<;  —  ■?.) 


r^ir. 


s)(n 


3). 


Il  faut  encore  nous  occuper  de  l'expression  B  pour  en  séparer  un 
facteur  k^- 

9.   De  la  dernière  relation  entre  r  et  a-,  on  tire 
/•  n  —  s  n-T-is  —  3 

<7  3(8  —  I  )  3(5  —  1) 

Par  conséquent,  il  vient,  à  l'aide  de  {i5"), 

(«.6a)2     (ab^f     (nh^f     (ahoy     -{abd)"- 

ief^Y      (en?      (^/'[)'      icp^Y     -{efdr- 


B  =  r:{s  —  ï) 


•^l-^x 

?1?^ 

Yi  > 

%     > 

'^1'"^^ 

dida: 

•^ï-^x 

%'i'x 

T2> 

0,0^ 

dïdx 

'J-Z'^x 

?3?. 

TsY-r 

dzd-c 

{ack)bxea-J\l], 


en  faisant  e^  =/^  =  d'^  =  f{x)  et 

Cette  expression  sera  transformée  par  l'identité 

( ack )ex—  ( ace ) A^  +  ( aek )Cx'^  {eck)ax. 

Alors  on  obtient  une  somme  de  trois  termes.  Du  premier  se  trouve 
séparé  le  facteur  A^  ;  le  deuxième  contient  le  facteur  c'^  et  s'évanouit 
par  conséquent;  le  troisième  est  égal,  au  signe  près,  à  B,  comme  on 
le  reconnaît  aisément,  en  permutant  entre  elles  les  lettres  «,  c  ci 
b,  f.  Par  suite,  le  premier  terme  de  cette  somme  devient  égal  au 
double  de  la  valeur  de  B,  de  sorte  que 


9.1)      H 


t(.v  — I) 


(a6a)2     {ab'^y-     {ab-^f     (aboy     -  {abdf 
(«j/a)2      (e/-?)2      (^/y)2     {efof     -{e/dy- 


h'^x 


'ir{x 

'!i"!x 
Y.1  Y-v 


did.r 

didx 
d^  dx 


(acr)br/.r^ 
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La  siibstitution  des  valeurs  (20)  et  (21)  dans  (19)  conduit  au 
tliéorème  suivant,  dont  la  démonstration  était  le  but  principal  de 
nos  recherches,  savoir  : 

Les  points  où  une  courbe  algébrique  cVordre,  n,  f{x)  =  o. 
est  touchée  par  une  courbe  cV ordre  s  du  système  linéaire 

o{x)  -V-  •Ay^{x)  -f-  Xy  (^)  -h  [xto(a?)  =  o, 

suivant  un  contact  du  troisième  ordre,  sont  ses  points  d'inter- 
section avec  la  courbe 

(22)  (s  —  i)(*  — 2)Â  —  3Bo  =  o, 

H,, /'.r  étant  égal  à  B,  et  A,  B  étant  définis  par  les  équations 
(20)  et  (21),  dans  lesquelles  r,  cr  so/it  donnés  par  (20"),  Upar 
(20*),  $'/?«/' (i5«)  et  W,  X',  Q' par  des  formations  analogues, 
et  où  l'on  a  posé 

La  courbe  (22)  est  de  l'ordre 

4(«  —  3)-+-  2/1  —  3  -I-  4(.s  —  2)-f-  6  =  ',  \s  -¥-  -(/?  —  3)   , 

ce  qui  concorde  avec  une  proposilion  générale  que  nous  avions 
obtenue,  par  voie  récurrente,  dans  notre  édition  des  Leçons  de 
Clcbsch  ('). 

[V.  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Bmi.L. 

10.  j\<'niiir(pi()iis  la  (orme  sous  lii(|iH'll('  se  présente,  dans  (10), 
l'iMMialioii  d'une  courbe  qui  fait  partie  du  système  linéaire  pioposé 
<'l  (pii  touche  la  combe  /  =  o,  à  un  |)oiiil  donné  ./■,  par  un  contact 
du  deuxième  ordre.  Celte  équalion  |tciil  s '('■(•  nie  (en  coordonnées  )',) 

(23)  'f(.r)Dç(j")  +  <;/(7)D^(j)-+--/(j)D^(./-)-f-to(.r)D^,(j')  =  o, 

(')   I.ar.  cit..  I.   I,   p.  7T1:  I.  III  il<"   l;i   IriKiii.linii  (|<     M.   It.imiNi.   p.  (,.'). 
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pourvu  que  D^[x)=  o  soit  la  courbe  qui  détermine  par  ses  in- 
tersections avec/=  o  les  points  où  celle-ci  touche  une  courbe  du 
système 

par  un  contact  du  second  ordre,  etc. 

Par  là  se  trouve  vérifiée,  pour  le  cas  actuel,  la  loi  générale  de 
réciprocité,  due  à  M.  Brill,  et  concernant  d'une  part  les  courbes 
C5,=  o  dun  système  linéaire  v  fois  infini  et,  d'autre  part,  les  courbes 
^i=  o  qui  déterminent  dans  un  système  partiel  (y  —  i)  fois  infini, 
contenu  dans  le  premier  système,  les  courbes  touchanty"=  o  par 
un  contact  d'ordre  y  —  i .  En  effet,  on  sait  (  '  )  que  la  forme  de 
l'équation  (28)  reste  la  même  pour  le  cas  général,  de  sorte  que 

(24)  tpo(7)  *o(a:)  -h  'fiO')  «ï>i(^)-H. .  .-H  ojy)  ^Ja:)  =  o 

est,  en  variables  )',  l'équation  d'une  courbe  qui  touche  /'=  o  au 
point  J7,  par  un  contact  d'ordre  y  —  i;  et  j'ai  démontré  que  cette 
équation  donne  précisément  le  contenu  de  la  loi  que  M.  Brill 
avait  obtenue  d'une  autre  manière  (-). 

Une  remarque  analogue  a  lieu  à  l'égard  d'un  système  quatre  fois 
infini 

(25)  ^(•^)  -+-  x'}(a")  +  ly(x)  -i-  [xdiix)  -+-  V  27(  X)  =  o. 

Du  résultat  obtenu  au  n'^  9,  on  déduit  immédiatement  que  /a 
courbe  du  système  (26)  qui  touche  f  ^  o  au  point  x par  un  con- 
tact du  troisième  ordre  est  représentée,  en  variables  k,  par 
V  équation 

3 
{i^\  < A-  —  2  ) I ' (  «  -h  s  --  3  ) Q  =  o, 


(')  Op.  cit.,  p.  172:  t.  II,  p.  i85  dans  la  traduction  de  M.  Bcnoist. 

(')  Matlieniatische  Aiinalen,  t.  IV,  p.  527;  1871.  Cette  loi  peut  aussi  être  dé- 
montrée par  l'application  des  intégrales  abéliennes  et  des  fonctions  6  :  voir  mon  Mé- 
moire Ueber  eine  Verallgetneinerung  des  Jacobi'schen  Umkehrproblenis  cier 
\belschen  Intégrale  {Berichte  cler  naturfnrschenden  Gesellschn/t  zu  Freiburg 
'    fir..  Bd.  VII). 
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lù,  si.^(^)  =3:^., 


?(r)  "^(j)  z(j)  ^(y)  ^(j) 

*'  W         X'  O'  0' 


?3 


^' 


'l'i 


X 

7.1 

7.3 


e 


0)9 

0)3 


VS  73  t«3  "'S 

?(7)     <^(j)     z(7)     w(y)     ^(r) 

(a6a)2    (a6!3)2    (aôy/-    («6o)2   (abzY    —, 


o 

o 

Il  -^  is  —  3 

3(A-  — Ij 

y. 

./2 


n  -h  is 


(abd)' 
{efdf 


3(i--i) 

Q=        (e/a)2       (^/^)2       (^/y)2        (e/5;2       (e/s)2       '±21^1lli  (  e/rf  y2        (^^^) 

^iît.i-        ?i?x       TiT-i-        °i^-<^        -i^-r  ^^i^-^-r 

«2^^  PîPx  TîT-r  ^2  0a-  ^oEj.  f/of/x 

îts^x         PsPa-         TsT^         ^aOx         £3^^  thd^ 

La  loi  de  réciprocité  nous  permet  de  plus  d'énoncer,  à  l'égard 
de  l'expression  D  dans  (19)  ou  du  premier  membre  de  (22),  la  pro 
position  suivante. 

Désignons  par  <!>'',  W*,  X",  Q"  les  quantités  qui  multiplient,  dans 
(10),  respectivement  les  fonctions  'f (j^'),  '^(v)-,  '/X?')i  ''^(j')'  ^^ 
sorte  que,  par  exemple, 


Li«  ^  —  (  i  —  I  ) 


c^      M-      X      ^Lll^i-J^A 


-.   ^.    z. 

?2       ^.        /. 
?3        '^.1        7,3 


3(*  — I) 


Si  l'on  reiii|)la(c  d;iiis  <>'•  les  courbes  o,  •!>,  y  par  <!>"',  M'",  \"',  011 
ohliciil  une  iiou\ellc  expressidn  (.>",  sa\i)ir 


jO  ,-,  _  r  -  _  I  )     «1 


.,..; 

/* 

3( 

V.T  >. 

-  1  ) 

Ia 

<l>',' 

T'j 

\'\ 

h 

'K 

»|- 

x:; 

J\ 
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où  T  =  3  (  /?  -h  i  —  3  ),  el  en  laisanl  <I)"  =  <P;.,   .... 

En  vertu  de  f^=  o,  la  fonction  tu''  doit  être,  à  un  facteur 
numérique  près,  égale  à  oj  (^)  multiplié  par  la  deuxième  puis- 
sance de  l'expression  {s  —  i)(a— 2)A  —  3Bo,  qui  figure  au 
premier  membre  de  (22). 

11.  A  l'occasion  de  certaines  recherches  sur  la  théorie  des  cor- 
respondances, nous  avons  été  conduit  à  considérer  une  courbe 
M  =  o  ('  ),  dont  les  intersections  avec  y  ^  o  jouissent  de  cette  pro- 
priété qu'une  courbe  d'un  système  linéaire  v  fois  infini  y  a  un 
point  double  tel  que  l'une  de  ses  deux  branches  y  touche  la  courbe 
y=i:o  par  un  contact  d'ordre  y  ^.2.  L'équation  de  cette  courbe 
s'obtient  si  l'on  pose,  dans  l'équation  (24),  x  =j'  et  si  l'on  sépare 
du  résultat  un  facteury,  de  sorte  que 


«So(^)*o(a:')—  '^i{t)^i{x] 


■:^.^{x)^.^{x)  =  ^\.f. 


Pour  les  cas  les  plus  simples,  nous  sommes  maintenant  à  même 
d'indiquer  la  formation  analytique  de  ce  facteur  M. 

Pour  y  =  2,  on  sait  que  la  courbe  M  ^  o  est  la  jacobienne  du 
réseau  proposé. 

Pour  y  =3,  il  faut  partir  de  l'équation  (10).  La  substitution 
y  =  X  faite,  on  peut  aisément  transformer  le  déterminant  de  façon 
que  les  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  prennent  les 
valeurs 

I).    o.    o,    o,  /'{  X). 

La  courbe  d  ordre  in  ^  4'»'  —  7^ 

*     ^V     \      i>    I 

?i     't'i     7.1     '"^1 
02     'l-î     y  2     M., 

'f.i     '{'3     7..t     W3 


(')  Op.  cit..  |).  7.37:  l.  III,  [..  .(7  dans  la  liadiK  tion  d.;  M.  lioiioisl. 
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détermine  donc  sur  f  ^  o  les  points  oii  une  courbe  du  système 

cp(.r)-4-  y,<^{x)^  Ay(x)-+-  ixm{x)  =  o 

a  un  point  double  tel  que  l'une  de  ses  branches  y  touche  la 
courbe  f^  o  par  un  contact  du  premier  ordre. 

Pour  V  =  4'«  les  déterminants  P  et  Q,  qui  figurent  au  premier 
membre  de  (:^6),  se  transforment  d'une  manière  analogue  quand  on 
a  fait  r  =  x.  Les  points  de  f  ^  o,  oii  une  courbe  du  système  (aS) 
a  un  point  double  tel  que  Vune  de  ses  branches  y  touche  la 
courbe  f  =^  opar  un  contact  du  deuxième  ordre,  sont  les  inter- 
sections de  f=  o  avec  la  courbe 


( s  —  2  j R {il  -\-  s  —  3 ) s 


o> 


en  posant 


*'  ^"'    X'  i>'     0' 

*  T    X  <)     e 

1^  =     'f  I  '^1     7,1  w,     "à-i 

'f2  '^■2       y -2  ''•'2        ^2 

«fa  4'3       7,3  "^3       •% 

{ab7.f-     («6^)2  (ab'(Y  (abo)^     (ctbiy^ 

(e/a)2     (e/<^f-  (^/y)2  ie/oY-      {e/zf 


'^l'^x 

?.?x 

Tl  Y-r 

8,0a, 

Slî.r 

^2  ^X 

?2?. 

Y2Tx 

O-iOjc 

-2  -.<■ 

a-j^x 

?3?X 

Ï3Yx 

838. 

Î3  -J- 

(  ace  ) 


X  (  a^  e^ )«-3  (  6^/r  )«  -2  c«  - '  (  a^  ,3^ 7^.  5^.  s^  )^- 


jSur   certaines  j)ropriétés  des  centres  de  gravité; 
par  M.  Laisant. 

{St-;uHc  <lii  XI  janvier  i88.>.) 

1.  Dans  les  Nouvelles  A  finales  de  Malhénutliifues  (■>/"  série, 
t.  XX,  p.  337),  M.  licsal  a  publié  un  arlicl»'  iiililnlé  :  .\ole  sur 
la  généralisation  diin  théorème  de  l*af)pns,  ri  (|iii  a  pour  objet 
la  démonstration  de  la  proposllion  suivante  : 

Sniruf  A,  \-;  .  .  .  A„  \|   u/i  poh  i;niic  Inmir  <l<-  11   ràfrs,  plan  ou 


i>auche,  m  la  masse  de  chacun  des  n  points  matériels,  partant 
en  même  temps  des  sommets  A,,  Ao,  .  • .,  A„,  et  dans  le  même 
sens,  avec  des  vitesses  constantes  Vi,  Vo,  .  .  . ,  V„,  proportion- 
nelles aux  côtés  «,  ^  A,  Aj,  «2  =  Ao  A3,  .  .  . ,  ouA,i  A,  ;  le  centre 
de  gravité  des  masses  m  reste  fixe. 

Le  théorème  de  Pappus  présente  le  même  énoncé,  s'appliquant 
simplement  au  triangle. 

Si  l'on  y  regarde  de  près,  on  voit  que  la  proposition  revient 
simplement  à  ceci  :  Si  Von  divise  dans  un  même  rapport  les 
côtés  successifs  d'un  polygone  fermé,  le  centre  de  gravité  des 
points  de  division  [supposés  de  masses  égales)  est  le  même  cjue 
le  centre  de  gravité  des  sommets. 

J'ai  démontré  non  seulement  cette  proposition,  mais  un  certain 
nombre  d'autres  propriétés  plus  générales,  dans  une  Communica- 
tion faite  en  iSjy  au  Congrès  du  Havre  et  intitulée  :  Sur  quelcjues 
propriétés  des  polygones  (Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences,  compte  rendu  de  la  sixième  Session,  p.  142- 
i54).  Seulement,  mon  étude  ne  s'appliquait  qu'aux  polygones 
plans. 

L'article  de  M.  Resal  ayant  ramené  mon  attention  sur  ce  point, 
j'ai  tenté  d'étendre  aux  polygones  gauches  quelques-uns  de  mes 
résultats,  et  cela  m'a  conduit  ensuite  à  certaines  conséquences 
d'une  généralité  plus  grande  encore. 

C'est  à  l'exposé  de  cette  généralisation,  à  laquelle  l'algorithme 
des  qiiaternions  s'applique  très  facilement,  qu'est  consacrée  la  pré- 
sente Note. 

2.  Soit,  comme  plus  haut,  A,  Ao . . .  A„A,  un  polygone  fermé, 
gauche  en  général.  Faisons  passer  par  tous  les  sommets  des  droites 
parallèles  entre  elles,  que  nous  prendrons  pour  axes  de  rotation. 
Puis,  admettons  que  le  côté  A|Ao,  tournant  autour  de  l'axe  pas- 
sant par  A,,  d'un  certain  angle,  le  point  Ao  vienne  en  B^  î  de 
même,  faisons  tourner,  du  même  angle  et  dans  le  même  sens,  les 
côtés  A2A3,  .  .  . ,  A„ A,  autour  des  axes  passant  par  Ao,  .  •  • ,  A„, 
si  bien  que  les  points  A;,,  .  .  .,  A,  viennent  occuper  les  nouvelles 
positions  B3,  .  .  . ,  B,. 

Je  dis  tout  d'abord  que  le  centre  de  gravité  des  points  B,. 
B2,  .  .  . ,  Brt  sera  le  même  que  celui  des  points  A,,  Ao,  .  .  .,  A^- 


Pour  le  démontrer,  je  représenle  par  O  un  qualernion  ayanl 
pour  axe  et  pour  angle  l'axe   et  l'angle  de  chacune  des  rotations. 

On  sait  alors  (voir,  par  e's.emple,  Introduction  à  la  méthode  des 
quaternions,  p.  172)  que  ces  rotations  seront  représentées  par 
l'opération 

Nous  aurons  donc 

A,B,=  Ç-i.A,Ao.Ç, 

ou,  en  remplaçant  AjBo,  AiAo  par  Bo  —  a,,  Ao —  a,,  l'origine  des 
vecteurs  étant  quelconque, 

B,  -  A,  =  <?-•  (  a2  -  a,  )  Ç  =  Q-'  M  Q  -  Q-'  A,  Q. 
De  même, 

B3-A2      =     <?-' A3  <?-<?- 'A2       Q, 


Bl-A„      =   Ç-'Ai^-<?-'A„       Q, 


et,  par  addition, 

S  B  —  S  A  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition,  en  divisant  le  premier  membre 
par  n. 

3.  Si  maintenant  nous  divisons  A,  Bo,  A2B3,  .  .  .,  A„B,  dans  le 
même  rapport,  en  CojCa,  ....  C|,  le  centre  de  gravité  des  points  do 
division  C  sera  encore  le  même  ([ue  le  centre  de  gravité  de  points  A. 
Car  nous  aurons 

A,G2  =  /<:AiB2,     ou     Co    -Ai  =  /.(B2  —  Ai), 
et,  de  même, 

c.)  ^  A-i  —  A-(  B:,  —  .U  ). 

C|       \„^-/>(B|       A„); 
d  iiii,   piii'  addil  Kiii , 

ilc  —  il  V  =    /.  (  Xh        X  \  )  -^  (». 

K  l'ieiKiiis  MiiiiiilciMiil  un  sN'^Irmc  de  ilioilcs  (|ii<'l((m(|iifs  dans 
I  espace  \|lî,,  ,\^  15.^,  ...,  V„l)„,  an  lien  de  fonsidcTcr  les  cùlc'-s 
successil>    d  un     |inl\i:iinc    Iriiin-;    cl     .sujip()>(ui>    i|nt'    Inulo    tes 
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droites  lournent  à  la  lois,  du  même  angle  et  dans  le  même  sens, 
autour  d'axes  parallèles  passant  par  les  points  A),  Ao,  .  .  . ,  A„. 

Les  points  B,,  Bj,  .  .  . ,  B„  prendront  ainsi  de  nouvelles  posi- 
tions B'j,  B,,  .  . .,  B)^. 

Je  désigne  par  G^,  G^,  Gô'  les  centres  de  gravité  des  points  A, 
des  points  B  et  des  points  B',  respectivement;  les  masses  pouvant 
même  varier  d'un  point  à  un  autre,  mais  étant  toujours  les  mêmes 
pour  les  trois  points  A,,  B/,  B)  de  même  indice. 

Dans  ces  conditions,  le  centre  de  gravité  G^'  s'obtiendra  par  la 
rotation  de  G/,  tournant  autour  d'un  axe  de  rotation  passant  par 
Ga,  parallèle  aux  premiers,  et  cela  du  même  angle  et  dans  le 
même  sens. 

Pour  le  démontrer,  je  représente  toujours  par  Q~'  (  )Q  \e  sym- 
bole de  la  rotation  commune.  J'aurai  alors,  comme  ci-dessus, 

b'o    -  A,  =  0-1  B,  Ç  —  0-1  A,  Q, 


b;,  -A„=0-lB„Ç-(?-lA„0. 


Multipliant  respectivement  ces  relations  par  les  masses  cor- 
respondantes m,,  /)i-2i  .  .  . ,  m,i,  puis  ajoutant,  j'obtiens 

I.rnB'—I.m\  =  O'^  .1.  mu.Q  —  Q-iI.mx.Q; 
c'est-à-dire,  en  divisant  par  la  masse  totale  I!/?i, 

Gl,-Ga^Q-'GoQ—Q-^GaQ=0-^{Gb-Ga)Q, 

ou  encore 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Remarquons  immédiatement  que,  dans  le  cas  du  polygone  fermé, 
considéré  tout  d'abord,  les  points  G^  et  G^  coïncident,  et  que,  par 
suite,  Gb'  doit  coïncider  aussi  avec  eux.  Ce  n'est  donc  qu'un  cas 
particulier  de  la  propriété  plus  générale  à  laquelle  nous  sommes 
arrivé  maintenant. 

o.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  démontrer  que,  si  les  points 
C|,  Co,  ....  C«  divisent  dans  un  même  rapport  les  droites 
.\i  B',,  AoB',,  ....  A„B^;,  leur  centre  de  gravité  G<-  divisera  dans  le 
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même  rapport  la  droite  G^Gj'.  Mais,  joignant  ce  dernier  résultat 
à  celui  que  nous  venons  d'obtenir,  nous  pourrons  donner  une 
forme  physique  assez  intéressante  à  la  proposition  qui  nous  oc- 
cupe. 

Pour  cela,  remarquons  que  nous  pouvons  considérer  les  droites 
A,-,  Bj  comme  appartenant  à  autant  de  corps  de  même  nature,  dont 
les  points  B/  seraient  les  centres  de  gravité  respectifs.  Si  ces  corps 
passent  par  des  températures  différentes,  ils  se  dilateront  ou  se 
contracteront  dans  le  même  rapport,  c'est-à-dire  que  les  droites 
Ai,  B/  varieront  elles-mêmes  de  longueur,  proportionnellement. 

Ceci  posé,  nous  pourrons  énoncer  cette  proposition  : 

Si  plusieurs  co/'ps  de  même  nature  tournent  dans  le  même 
sens  autour  d'axes  parallèles  entre  eux,  avec  la  même  vitesse 
angulaire  et  dans  un  milieu  dont  la  température  soit  variable, 
leur  centre  de  gravité  se  meut  comme  s'il  appartenait  à  un 
corps  de  même  nature,  tournant  dans  le  même  milieu  autour 
d'un  axe  parcdlèle  aux  premiers,  et  avec  la  même  vitesse  an- 
gulaire. 

Cet  axe  moyen  de  rotation  s'obtient  en  prenant  un  point 
quelconque  sur  chacun  des  axes  individuels,  et  en  déterminant 
le  centre  de  gravité  de  ces  points,  respectivement  affectés  des 
masses  des  corps  correspondants.  Ce  centre  de  gravité  appar- 
tient à  l'axe  moven. 


Sur    l'équation    linéaire    qui    relie    au    module   la  fonction 
complète  de  première  espèce  ;  par  M.   Goiusat. 


(Séance  du  17  février  1882.) 


\.  Dans  une  Noie  pn'sculéc  à  rAcadéiuir  des  S(i(Mucs,  le 
28  avril  18-9,  M.  Picard  a  montré  que  toute  fonction  iimlliforme 
de  la  variable  complexe  x,  n'ayant,  dans  toute  r»'l(iidiir  du  j)ktn 
ou  de  la  sphère,  que  trois  points  singuliers,  le  point  ./•=(),  le 
point  x=:i    et   le  point  ;i  l'inlini,   pouvait   rtrt-  considérée  coninic 


i\\ 


une   lr>nclion   nniCornie  dii   iMpiiHil    (.>  =r     ,     ;    |\  cl    K    -^onl  drlini 


pour  des  valeurs  quelconques  de  x,  par  l'équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  ils  satisfont  (Fuchs,  Journal 
de  Borchardt,  t.  71  ) 

La  fonction  to  de  la  variable  x,  ainsi  définie,  n'a,  dans  toute  l'é- 
tendue du  plan,  que  les  trois  points  critiques  o,  i ,  =o  ,  et  jouit  des 
propriétés  suivantes  :  pour  toute  valeur  de  x^  le  coefficient  de  i 
dans  to,  mis  sous  la  forme  ordinaire  des  imaginaires,  est  positif  ; 
de  plus,  si  l'on  part  d'un  point  A  du  plan  avec  une  valeur  initiale  Wq, 
et  que  l'on  fasse  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  fermé  quelcon- 
que, ne  passant  par  aucun  des  points  o  et  i ,  on  revient  au  point 

de  départ  avec  une  valeur ^ ,■,  a,  b,  c,  d  étant  quatre  entiers 

réels  satisfaisant  à  la  condition  ad  —  hc  =  i.  En  s'appuyant  sur  les 
propriétés  précédentes,  il  est  aisé  de  démontrer  que,  si  le  chemin 
décrit  par  la  variable  x  ne  peut  être  réduit  au  point  A  sans  fran- 
chir aucun  des  points  o  et  i ,  la  fonction  w  ne  r«viendra  jamais  à  la 
valeur  initiale.  Je  renverrai,  pour  la  démonstration,  au  Mémoire  de 
M.  Picard  [Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure ^  t.  IX,  p.  149)-  Il  611  résulte  qu'il  y  a  un  seul  chemin  pour 

la  variable  x  qui  conduit  de  la  valeur  ojq  à  la  valeur  — ^— — -,,  en 

i  c  tOo  -T-  cl 

regardant  comme  identiques  tous  les  chemins  qui  peuvent  être  ré- 
duits à  l'un  d'entre  eux,  sans  iranchir  aucun  des  points  o  et  i . 

2.  Il  m'a  paru  intéressant  de  chercher  à  démontrer  cette  pro- 
priété, en  m'appuyant  uniquement  sur  la  manière  dont  se  permu- 
tent les  intégrales  de  l'équation  (i)  dans  le  voisinage  de  l'un  des 
points  critiques. 

Posons 

V^  r  1 . 3 . 5 . . .  (  2  /?i  —  I  )  T- 
'^    '  .^  L       2 .  4 .  b .  . .  2  /»       J 

m—V 

^     '     ^d  L     2.4.6. . .2m     j 

I  III  I 


Bm    =  I-f- 


3        5       "  '       xm  —  I        2        \  2  m 

Dans  le  domaine  du  point  .r  =  o,  l'étpialion  (i)  admet  les  deux 


—  ifi  - 

intégrales 

Q  =  ^ii^x)  -{-.o(x)  log.r. 

De  même,  dans  le  domaine  du  point  x  =  i.  elle  admet  les  deux 

intégrales 

P'=o(i  —  x), 

Q'=  ç(  I  —  x)  Iog(i  —  x)  -h  î'l/(i  —  x). 

Je  prendrai  pour  valeurs  initiales  K  =  '^  (jc),  R'  =  '^  (i  —  x);  K 
et  K'  seront  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  toute  l'étendue  du 
plan,  pourvu  que  le  chemin  suivi  par  la  variable  soit  assujetti 
à  ne  couper  aucune  des  lignes  indéfinies  —  00...0,  i...4-ac. 
J'adopterai   de   même,    comme    valeur   initiale   de    to,    la    valeur 

oja  =       '  — —•   (On  sera  une   fonction  uniforme  de  .r  à  la  même 

tp(i  —  x) 

condition  que  R  et  R'.  Voyons  maintenant  ce  que  devient  too, 
quand  on  fait  décrire  à  la  variable  a^  un  lacet  autour  de  l'un  des 
points  critiques  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Entre  les  quatre  in- 
tégrales P,  Q,  P'.  Q',  on  a,  dans  la  partie  commune  aux  deux  do- 
maines, les  relations 

P'  =    '    ""      P  _  i  Q, 

p   =,    lil^   p'_   1   Q'. 

Par  un  lacet  décrit  autour  du  point  j?  =  o  dans  le  sens  direct, 
Q  se  change  en  Q  +  2  i-P  ;  par  suite,  P'  se  change  en  P' —  ■>  /P. 
La  valeur  du  rapport  (o,  après  ce  chemin,  sera  donc 

i(P'—^iP) 

p =  wo-+-a. 

Par  un  lacet  décrit  autour  du  même  point  crilique  dans  le  sens 
rétrograde,  too  se  changerait  en   o),, —  2.  De  même,  par  un  lacet 

décrit  ailloli  r  du  point  x  =  i ,  —  se  change  en  —  zp  2,  siii\  aiil  (Uic 

''•()  '••11 

ce  lacet  esl  décnl  dans  le  sens  dircel  ou  tl;iiis  le  sens  rélrogiade. 

3.  (îela  posé,  comme  loul  rlienim  rcniié  se  ramène  à  une  suilc 
de  lacets  décrits  aiiloiii-  des  poiiils  <>  rt  1  dans  un  sens  ou  dans 
r;mlr<'.    il   esl    clinr  (iiii'   nous   n  jivoiis   rMi'ii  ('liKJicr  1rs  \;ilciirs  (pic 
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Ion  déduit  de  Ja  valeur  fo^,  en  appliquant  les  substitutions  précé- 
dentes un  nombre  quelconque  de  fois  et  dans  un  ordre  arbitraire. 
On  voit  d'abord  que  l'on  est  conduit  à  un  nombre  infini  de  va- 
leurs différentes,  qui  sont  toutes  de  la  forme  — '-— — -,  a,  b^  c,  d 

C  (Oq  —r~  et 

étant  quatre  entiers  réels,  tels  que  ad —  hc^=;^\.  Si  l'on  est  arrivé, 

après  un  certain  nombre  de  lacets,  à  la  valeur  — '-^— — ,-,  un  nou- 

veau  lacet,  décrit  autour  du  point  x  =  o,  conduira  à  l'une  des  va- 
leurs 

o Wo -\-  h  -^  ia        aïoo-^  b  —  ia 

un  lacet  décrit  autour  du  point  x=  i  conduirait  à  l'une  des  deux 

valeurs 

{a  -h  ib)LOQ-{-  b        (a  —  2è)wo-t-6 
(c  ■+-  idjM^)—  d       (c  —  id)MQ-^  d 

Le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Il  n'j-  a  qiiune  suite  de  substitutions  de  la  forme  précédente, 
appliquées  dans  un  ordre  déterminé,  qui  conduise  de  la  valeur 
to,,  à  une  cjuelconcjue  des  valeurs  que  peut  prendre  la  fonction 
M  pour  la  même  valeur  de  la  variable. 

4.   Pour  abréger,  j'appellerai  valeurs  voisines  de  to  des  valeurs, 
telles,  que  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre,  en  faisant  décrire  à  la  va- 
riable un  lacet  unique  autour  de  l'un  des  points  critiques.   Les 

1                 •  •           11          1          atùQ-i-  b  , 

quatre  valeurs  voisines  de  la  valeur  -,  sont  les  quatre  va- 

*  c  coq  -i-  a  ^ 

leurs  écrites  plus  haut.  J'appelle  A  la  somme  toujours  positive 
{a  -{-  c)- -\-  [b  -\-  d)-  ;  c'est  l'étude  de  la  variation  de  cette  somme, 
quand  on  passe  d'une  valeur  de  u)  à  une  valeur  voisine,  qui  m'a 
permis  de  démontrer  le  théorème  en  question. 

Considérons  la  somme  A  relative  à  une  valeur  particulière  de  (o, 
et  les  sommes  analogues  relatives  aux  valeui's  voisines,  que  je  dé- 
signerai par  A,,  A_,,  A^,  A_2.  On  aura 

A  =  {a-^cy^-^{b-^  df, 

Al   —  (  « -i-  c)2-f-  (6  -f-  rf-f- 2« -(-  2C)-, 
A_i   =  («  -l-  C)2-+-(6  -r-<i—  2<7.  —  ■>,C)2. 

A.2  =  (rt  ^  r -i-  2 6  -^  2 dy- -v-(b-^  rf)2. 
A_2  =  (rt  ^  f  —  y.b  —  t.dY---  (b-^  dYK 


Posons  encore 


on  a 


et  enfin 


—    IH  - 

Di  =  A,  —  A.     D_|  =  A_,  —  A, 
Do  =  A,  —  A.     D_.2  =  A_,  —  A  ; 

Di  =  \(a  ^  c)  (a  -~  c  -h  b  -^  d), 
D_i  ^=  ^{a-^  c){a  -\-  c  —  b  —  d). 

Y),  =  ^{b^d){a^  c^b  —  d), 
D_,  =  \{  b  -\-  d)  (b  -T-  d  ~  a  —  c). 


A,  =  D,D_,  =I6(rt-^  C)2[(rt+  c)2— (è-r-rf)2], 

A,  =  D2D   2  =  t6(6  +  rf)2[(6-^rf)2— («-^  cf]. 


Je  distinguerai  maintenant  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  —  Soit  r/  +  c  7^  o,  b  -\-  d  y^  o,  (a-\-c)-y^  {h-\-d)-. 

Les  deux  nombres  A,,  Ao  sont  différents  de  zéro  et  de  signes 
contraires.  Supposons,  par  exemple,  A,  >>  o,  A2<!o;  le  produit 
D,  D_,  est  positif,  ainsi  que  la  somme  D,  +  D_,  =  8(«  +  c)-  ;  les 
deux  nombres  D,,  D_,  sont  donc  positifs.  Le  produit  D.D  2  étant 
négatif,  l'un  des  deux  nombres  D^,  D_2  est  positif,  l'autre  négatif. 
Donc,  des  quatre  nombres  D,,  D_,,  Do,  D_2,  trois  sont  positifs, 
un  seul  est  négatif. 

Deuxième  cas.  —  Soit  «+  c  ^  o,  («H-  r  )-=  [b  -\-  d)'-. 

On  aura  A,  =  A^  =  o.  Comme  la  somme  D,  +  D_,  est  encore 
positive,  l'un  des  deux  nombres  D,,  D_,  sera  nul,  l'autre  positif. 
Il  en  sera  de  même  des  deux  nombres  Do,  D^o-  Ainsi,  des  quatre 
nombres  D,,  D_i,  Do,  D_2,  deux  seront  nuls,  deux  positifs. 

TivoisiicME  CAS.  —  Soit  «  -h  c  =  o,  b  -\-  fl ^  o. 

Les  deux  nombres  D,,  D  ,  seront  nuls  ;  Do,  D_2  seront  positifs. 
l)"i)ù  la  même  conclusion  (pie  dans  le  cas  précédent.  On  arriverait 
encore  à  la  même  conclusion  en  supposant  a  -\-  c  y^  o,  b  -\-  d  =  o. 

On  ne  peut  supposer  à  la  fois  r/ -4- c  =  o,  b-\-d^=o^  car  la 

,.        .       aoi-Jr  b  '  1    •     -,  » 

iraction -.  se  réduirait  a  —  1 . 

CUi  -^  cl 

En  résumé,  des  quatre  nombres  I),,  D  ,,  D^,  L)  o,  relatifs  à  une 
valeur  quelconque  de  m,  ou  bien  trois  seront  positifs  et  un  seul 

négatif,   (111   liifii   deux   scroril    mils,  les  deux    jiutrcs  ('-tanl  ixtsitifs. 
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Quand  on  passera  d'une  valeur  de  m  à  l'une  des  quatre  valeurs  voi- 
sines, deux  cas  seulement  pourront  se  présenter.  Dans  le  premier 
cas,  la  somme  A  est  plus  grande  pour  trois  des  valeurs  voisines 
que  pour  la  valeur  proposée,  et  plus  petite  pour  une  seule.  Dans  le 
second  cas,  elle  reste  la  même  pour  deux  des  valeurs  voisines,  et 
va  en  augmentant  pour  les  deux  autres. 

o.  Supposons  maintenant  que  l'on  parte  de  la  valeur  ojq,  ce  qui 
revient  à  supposer  a  ^  i ,  b  =  o,  c  ^  o,  cl  =  i .  On  a  A  ^  2,  et, 
comme  a-\-c=b-+-d=i,  on  se  trouve  placé  dans  le  second  cas. 
Il  y  aura  donc  deux  valeurs  voisines  de  la  valeur  wo  pour  lesquelles 
A  sera  encore  égal  à  2  ;  ce  sont  les  valeurs 


—  VI  Wo  -H  I  1 

SI  nous  partons  de  la  valeur  ,   nous  nous  trouvons  encore 

dans  le  second  cas,  et  l'on  en  déduit  une  nouvelle  valeur ^ 

pour  laquelle  on  a  encore  A  =  2.  En  continuant  ainsi,  et  en  opé- 
rant de  même  avec  la  valeur — >  on  arrivera  à  former  une 

— ^  2  Wo  -t-  1 

série  linéaire,  illimitée  dans  les  deux  sens,  de  valeurs  telles  que  la 
somme  correspondante  A  est  égale  à  2  : 

,'  3  OJq  4  3  OJo  -1-  2  0)0-1-2  lOo 

/       >         ■  Wo 


4Wo-|-5  4^0  3  2Wo  3  2Wo- 

(Oq 2         3  Wo  —  2         — 3  Wo -1- 4  5wo-l-4 


2Wo-t-I  2Wo  3  4^0 

5  W(i  —  6  7  Wo  —  6 


\  —  4  Wo  -H  5        —  6  Wo  -t-  5 

Prenons  maintenant  l'une  quelconque  v  de  ces  valeurs  ;  outre  les 
deux  valeurs  voisines  de  r  qui  font  partie  de  cette  série,  il  y  en  a 
deux  autres  pour  lesquelles  la  somme  A  est  plus  grande  que  a. 
Soit  f ,  l'une  d'elles  ;  quand  on  passe  de  i^  à  t', ,  la  somme  A  va  en 
augmentant.  Si  de  Vf  on  passe  à  une  nouvelle  valeur  voisine  i'o, 
A  ira  encore  en  augmentant,  car  on  se  trouve  placé  dans  le  pre- 
mier cas,  et  il  n'y  aurait  qu'un  moyen  de  faire  diminuer  A:  ce  serait 
de  repasser  à  la  valeur  v.  Si  de  i..  on  passe  à  une  niuivelle  vaioiu- 

4 


—  m  — 

»-.,,  A  ira  encore  en  angnienlant,  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure.  Et  le  raisonnement  s'appliquant  de  proche  en  proche,  on 
voit  que.  pourvu  qu'on  n'applique  pas  deux  substitutions  inverses 
l'une  de  l'autre  successivement,  A  ira  toujours  en  augmentant. 
Considérons  un  chemin  fermé  conduisant  de  la  valeur  lOo  à  une 

yaleur  ""^"~   ,,  et  supposons-le  remplacé  par  un  certain  nombre 

de  lacets.  Imaginons  en  même  temps  la  suite  des  valeurs  par  les- 

1  ,    rttOo  -H  è 

quelles  on  passe  pour  arriver  de  Wo  a     ^y  —d'  ^"       *^  ^*^"^' 

posera  d'un  certain  nombre  de  valeurs  comprises  dans  la  série 
précédente  (ce  nombre  pouvant  être  l'unité),  suivie  d'un  certain 
nondjre  de  valeurs  qui  ne  seront  pas  comprises  dans  la  série.  Comme 
on  peut  toujours  supposer  qu'on  ne  rencontre  pas  deux  lacets  par- 
courus successivement  dans  des  sens  contraires,  d'après  ce  qu'on  a 
vu  tout  à  l'heure,  /a  somme  A  ne  va  jamais  en  diminuant  quand 
on  passe  d'une  valeur  à  la  valeur  suivante. 

Inversement,  supposons  que  l'on  remonte  la  suite  des  lacets  qui 

a  conduit  de  la  valeur  wo  a  la  valeur  ,;   on  repassera  par 

c  too  -!-  rt 

tontes  les  valeurs  intermédiaires,  mais  dans  l'ordre  inverse.  Donc, 
r/uand  on  remonte  de  la  valeur  finale  à  la  valeur  initiale  (Oo> 
la  somme  A  ne  va  jamais  en  augmentant  quand  on  passe  d'une 
valeur  à  la  suivante. 

Il  v  aura  maintenant  deux  cas  à  distinguer: 

l^^EMlER  CAS.  —  La  valeur  finale  ^^^''"~  ^  fait  partie  de  la  série 

illimitée  écrite  plus  haut.  Il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires devront  faire  partie  de  la  même  série  ;  ce  seront  précisé- 

ment  les  \alcurs  comprises  entre  (Oo  et -.  dans  celle  senc.  La 

I  c  tOi)  -^  u 

suite  des  lacets,  c[ui  ramène  de  la  valeur  (iiialc  à  la  valeur  initiale, 
est  d(?nc  com|)lrl('inent  déterminée. 

Dklxième  cas.—  La  valeur  liiiale  ne  fait  pas  partie  de  la  série  (a). 
Soit  i'p  celte  valeur;  parmi  les  valeurs  voisines,  il  v  en  aura  une 
seule  |)our  hupiclle  A  sera  moindre  ipie  pour  Vp.  Soil  i'y,_i  celte 
\aleur:  d'après  ce  (pTcui  \  ienl  de  voii-,  k- ,,    ,  sera  la  valeur  précédant 

iniMn<li;ilenieiil  »  ,,.  Si  «  ,,    ,  f.iil  partir  de  l.i  série  étrilr   plus  haut. 


—  :il  — 

on  est  ramené  au  cas  précédent;  dans  le  cas  contraire,  en  opérant 
sur  ^'p_^  comme  on  a  opéré  sur  Çp,  on  en  déduira  une  autre  va- 
leur i'^_2  cii'i  précédera  i'y,_ ,  ....  En  continuant  ainsi,  comme  A 
va  toujours  en  diminuant,  on  finira  par  arriver  à  une  valeur  ^'2,  à 
partir  de  laquelle  A  ne  pourra  plus  diminuer.  Cette  valeur  fera 
partie  de  la  série  (2),  et  l'on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

On  volt  donc  que  la  suite  des  lacets   qui  ramène  de  la  valeur 

j  a  la  valeur  (Oo  est  complètement  déterminée  ;  et,  par  suite, 

il  en  est  de  même  du  chemin  inverse.  c.  o.  f.  d. 


0.  J'ajouterai  seulement  les  remarques  suivantes  : 

Remarque  1.  —  Toutes  les  valeurs  que  l'on  déduit  de  la  valeur 

ojfl  sont  de  la  forme  ——^ — —.7  où  a,  b,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels 

vérifiant  la  relation  ad — bc  =1.  Mais  on  n'obtient  pas  ainsi  toutes 
les  valeurs  de  cette  forme  ;  ainsi,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  par 

la  variable,  on  ne  parviendra  jamais  à  la  valeur  — ;  car,   si  l'on 

arrivait  à  cette  valeur,  elle  devrait  faire  partie  de  la  série  (I),  et  il 
est  aisé  de  s'assurer  qu'elle  n'est  pas  comprise  dans  cette  série. 


Remarque  II. 
vantes  : 


Considérons    les    quatre    substitutions    sui- 


Si  = 


I     1 

o      I 


S-i  = 


1     — -1 
o       1 


Ti 


T-i 


1       o 
—2     1 


il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  n'existe  aucune  substitution  com- 
posée des  substitutions  S  et  T,  telle  que 


S/'T7S/'iT?,...S/'n  T'/„, 


I     o 
o      I 


'    à  moins  de 


qui   se  réduise  à  la  substitution  identique 

supposer  nuls  tous  les  nombres/?  et  tous  les  nombres^.  Au  nioven 
des  substitutions  S  et  T,  il  sera  facile  de  composer  des  groupes 
d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  jouissant  de  la  même 
propriété. 


")2  — 


H  ('marques  sur  la   théorie   des  régions  et  des  aspects; 
par  M.  Laisant. 

(Séance  du  3  février  1882.) 

1.  Dans  la  dernière  séance  de  la  Société  mathématique,  M.  Hal- 
phen a  fait  une  intéressante  Communication  sur  le  problème  des 
différents  aspects  sous  lesquels  on  peut  voir  un  système  de  points 
distribués  sur  un  plan,  lorsqu'on  circule  sur  ce  plan  à  volonté. 

Pour  donner  à  l'énoncé  de  ce  problème  de  Géométrie  de  situation 
la  précision  désirable,  M.  Halphen  définit  un  aspect  par  la  per- 
mutation qui  indique  l'ordre  dans  lequel  les  points  apparaissent 
autour  de  l'observateur,  deux  permutations  représentant  le  même 
aspect  lorsqu'on  peut  les  déduire  circulairement  l'une  de  l'autre. 

11  apparaît  immédiatement,  d'après  cela,  que  pour  deux  points 
il  n'v  a  qu'un  aspect  imaginable,  que  pour  trois  points  il  y  a  deux 
aspects,  et  que  pour  n  points  on  peut  imaginer  [n  —  i)!  aspects 
différents. 

Mais,  en  général,  ces  aspects  imaginables  ne  sont  pas  tous  pos- 
sibles; et  c'est  déjà  faire  un  pas  vers  la  solution  du  problème  que^ 
de  fixer  une  limite  supérieure  du  nombre  des  aspects  possibles  pour 
un  système  de  n  points. 

2.  Supposons  que,  ces  ;?  points  étant  donnés  sur  un  plan,  nous 
venions  à  les  joindre  deux  à  deux  par  dos  droites  do  toutes  les 
manières  possibles. 

,        n  (  «  —  I  )    ,      .  .      .  ,        , .    .  ,        , 

Les droites  amsi  tracées  diviseront  le  plan  en  un  certain 

nombre  de  régions,  les  unes  fermées  de  toutes  parts,  les  autres 
illimitées.  Or,  il  est  bien  évident  que,  lorsqu'un  observateur  circu- 
lera, sans  en  sortir,  dans  l'une  de  ces  régions,  il  verra  toujours  le 
svslèuK*  des  //  points  sous  le  même  aspect.  I^ar  suite,  la  détermi- 
nation flu  nombre  de  ces  régions  nous  donnera  une  limite  supé- 
rieure du   nitiultre  des  aspects  possibles. 

'.\.  .l'ai  (li'iu()Uli<'',  dans  une  roninmnie;!!  Kiu  au  (îongrès  d'Alger, 
en    i<S8i,   que  ///  droites  prises  au  hasard  sur  un  plan  dét(!rmincnt 


-  :i3  - 

i -(-  ■  relions,   dont  liinilees,  et  im\\hm\- 

2  ^  2 

lées. 

Mais  on  n'aurait  pas  le  nombre  des  régions  pour  le  problème 
qui  nous  occupe  en  remplaçant  simplement  dans  ces  formules  m 

par  '-^-^ ^  1  car  les  droites  présentent  ici  cette  particularité,  que 

par  un   point  quelconque  du  svstème  passent  n  —  i   d'entre  elles 

Il  y  a  par  conséquent,  en  chacun  des  points,  perte  de 


(«  —  2)(n  —  3  V 


régions,   toutes  limitées,  résultat  qu'on  obtient  en  remplaçant  ?n 

par   n  —  I.    Pour  les  n    points  considérés,   cela    nous   fera   donc 

n{n  —  i){n  —  3 )     ,    .  , 

— — régions  perdues. 

Le  calcul,  d'ailleurs  bien  facile,  montre,  d'après  cela,  qu'il  nous 
restera 


régions,  dont 


-{n  —  \){n^—'in^"^i^n  -8) 
8 


-{n  —i){n  —  Q.)(rr-—  3«  +  4) 

o 


régions  limitées,  et  fi(n  — i)  l'églons  illimitées. 

4.  L'évaluation  numérique  sera  facile,  au  moyen  des  différences, 
et  nous  pourrons  ainsi  former  le  tableau  suivant,  que  nous  con- 
struisons depuis  /?  =  2  jusqu'à  n  =  i5. 

Dans  ce  tableau,  n  représente  le  nombre  des  points  du  système, 
/7i  le  nombre  des  droites  qui  les  unissent  deux  à  deux,  p,-  le  nom- 
bre des  régions  Illimitées,  p/ celui  des  régions  limitées,  p  le  nom- 
bre total  des  régions,  c'est-à-dire  p,-|-  p/,  et  enfin  a  =  (  /?  —  i)  I  le 
nombre  des  aspects  imaginables. 


n 

m 

p, 

Pi 

P 

a 

2 

I 

2 

n 

2 

1 

3 

3 

6 

1 

7 

2 

4 

6 

12 

6 

18 

<> 

5 

lO 

20 

21 

il 

•>-4 

6 

i5 

3o 

55 

85 

12(» 

7 

21 

42 

120 

1G2 

720 

8 

28 

56 

23l 

287 

5o.îo 

9 

3() 

72 

{06 

ÎJS 

40820 

o 

jj 

yo 

(U")6 

756 

362880 

—   oi  — 


II 

55 

110 

io35 

12 

66 

l32 

i54o 

i3 

78 

i56 

2211 

i4 

91 

182 

3o8i 

i5 

io5 

210 

4186 

1145 

3628800 

1672 

39916800 

236; 

479001600 

3263 

6227020800 

4396     87I7829I200 

Le  nombre  p  des  régions,  comme  on  le  voit,  est  supérieur  au 
nombre  des  aspects  imaginables  a  tant  que  le  nombre  des  points 
du  système  ne  surpasse  pas  5.  Mais,  au  delà,  ce  nombre  p  devient 
inférieur  à  a;  et,  par  suite,  les  aspects  imaginables  ne  sont  pas  tous 
possibles,  puisque  p  marque  une  limite  supérieure  du  nombre  des 

aspects  possibles.  Le  rapport  -  décroît  très  vite,  et  pour  n  =  iS, 
limite  du  tableau  ci-dessus,  il  est  inférieur  à  — r>  c'est-à-dire  que, 

pour  i5  points,  il  n'y  a  pas,  en  moyenne,  un  aspect  possible  sur 
10  millions  d'aspects  imaginables. 

5.  En  fait,  le  nombre  des  aspects  possibles  est  inférieur  de  beau- 
coup à  celui  des  régions  que  nous  venons  de  déterminer.  Il  est 
même  inférieur  à  celui  des  régions  qui  subsistent  lorsqu'on  sup- 
prime les  portions  de  chaque  droite  comprises  entre  deux  points 
quelconques  du  système. 

Si  nous  prenons  4  points,  à  titre  d'exemple,  nous  aurons  les 
deux  figures  suivantes,  selon  que  ces  quatre  points  forment  ou  non 
un  quadrilatère  convexe  : 


^>- 


Dans  le  j)rcmier  cas,  le  noiiibie  des  i-égions  se  réduit  à  11;  dans 
le  second  cas,  à  ();  tandis  (ju'll  él;iil  de  18  a\iiiil  la  suppression  des 
parties  comprises  entre  deu\  poiiils  quelconques. 

On  voit,  d'après  cela,  combien  le  f>roblrnu'  général  doit  élre  dif- 
ficile; car  il  ne  semble  pas  aisé,  [xtiir  un  nombre  de  points  quel- 
ronf[Uf.  d'irilroduirc  une  uolation   rais.inl  ressentir  leurs  positions 


relatives,  et  cependant  cette  disposition  générale  fie  la  figure  a  nne 
influence  capitale  sur  le  résultat. 


Sfir  t//t  t)iangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  jmr  des  nonihres 
entiers,  premiers  entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapjport  de 
deux  angles  est  un  nondjre  entier  ;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  3  février  1882.) 

Soit  un  triangle  ABC,  dans  lequel  B  est  égal  à  {n  +  i  )  fois  Tan- 
gle  A,  désignons  par  a„^^,  h„_^_i,  c,,^,   ses  côtés;  si  nous  menons 

/\ 
une  droite  BD  faisant  avec  BA  un  angle  égal  à  A,  le  triangle  BDE, 

formé  en  menant  DE  parallèle  à  AB,  aura  un  angle  13BE  qui  vau- 
dra /i  fois  l'angle  EDB;  si  Ton  désigne  par  a,i,  b„,  €„  les  côtés  de 
ce  nouveau  triangle,  et  par  A  le  rapport  des  côtés  du  triangle  CDE 
au  triangle  CAB  auquel  il  est  semblable,  on  trouve  facilement  les 
formules  suivantes  : 

f'„  =  <'ï/t^i<  I      À), 

1^,1  =  c„+^i'/-, 

c,,  =  ^«+1(1  -7-  X  ), 
h"; 


La  dernière  formule  s'obtient  en  calculant  la  longueur  de  DE, 
bissectrice  de  l'angle  D,  dans  le  triangle  CDB. 

Ceci  posé,  si  r/„,  b„,  c„  représentent  des  nombres  entiers,  les 
formules  précédentes  donnent  pour  r/,,^.,,  h„^^  et  c„^,  des  valeurs 
commensurables,  qui  sont 

_  n„(bf,  ^-  ('l  —  n},) 
b„^i  — 


Ci,  —  «« 
r.,{/?f,  —  r},  — 

nf,  1 

c'n  —  nfi 
b„(h},^cl- 

n'r,  ^ 

bl 


Nous  supposons  A,,,  c,/  et  a„  premiers  entre  eux  et  nous  Nouions 
trouver  pour/>„^,.  ft„^i,  r,,.^ ,  des  nombres  entiers  [uemicrs  entre 


—  o6  — 
eux;    d'après    cela,  nous  pouvons  déjà  adopter  les  valeurs    en- 
tières 

bn+\  =  Cnb„, 

Or  un  calcul  direct,  très  facile,  donne  les  formules  qui  con- 
viennent à  /i  =  2  et  à  /^  =  3,  et  l'on  trouve,  en  désignant  par  q 
et  p  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 

«2  =  q^,  «3  =  q^, 

62  =  qp,  63  =  ctq^ 

Admettons  la  généralité  de  la  loi,  c'est-à-dire  supposons  (|ue 
Ton  ait 

««+1  ^  q^q, 

c^-  —  a- 

^n         '-''Il 

Cn-M   = 

Ces  formules  ne  sont  autres  que  les  formules  (i),  après  que  l'on 

a  divisé  les  seconds  membres   par  le  nombre  entier  —  =c„_); 

elles  représenteront  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 
pourvu  que  l'expression  de  c„^i  représente  un  nombre  entier,  et 
que  les  deux  nombres  bn  et  (6^  —  a\)  ne  puissent  avoir  d'autre 

facteur  commun  que  —  ;  ce  dernier  point  est  évident,  car  les  quo- 
lienls  do  b„  cl  de  (r^,  —  r/^)  par   -  ne  pourraient  avoir  de  facteur 

premier  commum  qu'un  facteur  premier  de  <j ,  (|ui  diviserait 
c'^  —  cr^f,  et,  par  suite,  diviserait  à  la  fois  r„,  a,,  <n  0,,^  puisque  <7„ 
et  b„  sont  multiples  de  (j. 

Reste  à  prouver  (|ii('  l'expression  de  r„-\-\  représente  un  nombre      | 
entier.   Pour  («la,  parlons  d'un  triangle  isoscèle  a\anl   pour  côtés 

q  et  />,  et  dont  ci  est  l'angle  à  la  base,  on  aura  cos'i  =  —  ;  si  cet 
'        '  '  '  '         -iq 

angle  o  appartient  à  lou>  les  triangles  donl  nous  parlons,  cl  v 
est  opposé  au  côté  a ,  on  aura 

!<in«        sin(  /j       I  »'i        siii  ««. 


o 


r  on  a 


sin/tti  ,  ,  ,(rt  —  2) 


sintf 
c'est-à-dire 


>«— 1  /^n  — I 


Donc,  si  l'on  prend  pour  a„_^  le  nombre  entier  ^"~',  l'expres- 
sion correspondante  de  c„_,  sera  un  nombre  entier.  Donc  enfin, 
les  formules  générales  qui  résolvent  la  question,  en  nombres  en- 
tiers premiers  entre  eux,  sont 

an  =  q", 

bn  =  Cn-tq, 
c„  =  -^-^ ^ =  p" pn-'^q-i  -4- ■'  pn-'*q'*  -1- 

C„_2  I  1.1 

On  a,  d'ailleurs,  q  <i  p  <^iq. 

L'anaKse  précédente  prouve  que  les  seules  solutions  de  la  ques- 
tion, en  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  sont  celles  dans  les- 
quelles an  est  la  /i'^""^  puissance  d'un  nombre  entier;  elle  démontre 
en  outre  que,  si  l'on  considère  la  suite, 


«1  =  ^, 

«2  =  q\ 

«3  =  ^^ 

61   =  q, 

bï  =  qp, 

63  =qcz, 

Cl   =  p, 

Ci  =  P'-  —  q\ 

an  =  q", 
bn  =  qCn-\, 

cl  —  q'* 

_  cl^y  -  q 

2n-2 

Crt-2 

les  quantités  Cn  divisent  algébriquement  les  quantités 

Parmi  les  triangles  répondant  à  la  question,  il  en  existe  dans  les- 
quels les  nombres  entiers  qui  représentent  les  trois  côtés  sont  con- 
sécutifs. 

Lorsque  l'un  des  angles  doit  être  double  de  l'autre,  on  trouve 
facilement  que  le  seul  triangle  est  celui  dont  les  côtés  sont  re- 
présentés par  les  nombres  4>  5,  6.  D'après  cela,  soit  un  triangle 
général,  dans  lequel  les  côtés  soient   représentés  par  trois  entiers 


-  S8  — 
consécutifs;  une  première  hypothèse  à  examiner  est  la  suivante  : 

an  —  </", 

hn  —  Cn-tq  =  q"  -+-1. 


q" 


On  en  déduit 


q^-{q"  -4-  2)C„_2  =:  27"  4-  I, 

et  n  est  au  moins  égal  à  3,  car  nous  avons  parlé  du  cas  de  ii  =  i 
et  /i  =  2  :  donc  c„_2  existe  et  est  au  moins  égal  à  i  ;  l'égalité  pré- 
cédente est  alors  impossible,  à  moins  de  faire  q  t=  i ,  ce  qui  ne 
donne  pas  de  véritable  triangle.   Reste  à  examiner  la  deuxième 

hypothèse, 

an  =  q", 

c„  =  ^«  -+-i; 

on  en  tire  c«_2  ^  -^  ^  ce  qui  exige  ^  =  2  et  c«_o  =  i  ;  cette  dernière 

relation  exige  /i  ^  2,  car,  si  n  était  supérieur  à  2,  c,i_-2  serait  plus 
grand  que  i;  cela  est  impossible,  parce  que  si  n  est,  par  exemple, 
égal  à  3,  C(  serait  égal  à  i,  et  Oi  et  />,  seraient  supérieurs  à  c,. 

Donc,  enfin,  le  seul  triangle  dont  les  ct)tés  soient  représentés 
par  3  entiers  consécutifs,  et  dans  lequel  le  rajiport  de  deux  angles 
est  un  nombre  entier,  est  celui  qui  a  un  angle  double  d'un  autre, 
et  dont  les  côtés  sont  représentés  par  les  nombre  4>  5?  <^-  Dans  le 
cas  général,  il  faut  remarquer  que  r„  doit  avoir  une  valeur  posi- 
tive; il  faut  donc  que  l'on  ait 

Cn-l  >'/""'• 

Si  donc  on  a  choisi  pour  rj  un  nombre  entier  quelconque,  illaul 
prendre  pour /^  un  nombre  entier  premier  avec  (/,  plus  j)etit  que 
ug  et,  en  outre,  plus  grand  que  mq,  m  étant  un  noudire  <|ui  dé- 
pend de  la  valeur  de  /t  que  l'on  considère.  iNous  donnons  les  for- 
mules relatives  à  n  =^  2,  3,  \,  5. 

a,  —  7^  /^2  =  qp^  f'i  =  /'"  —  '/'• 

«3=:7^  b3=q(p-^  —  q-^),  C3= />{/>■-     27Î). 

a,-Tj>,  h^=qp(p^~'>.q^).  c^=  { p-^  — pq  —  rf-){  p^       q^   .f»/ 

fi;        q''-  b^^-qip^       pq        q^)(p'^  q"       Pq^-      ';,        /' '  /'"  "  7^  ^< />'        '^V''- 


S9  - 


Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  0  de  plusieurs  variables 
à  des  fonctions  0  d^un  moindre  nombre  de  variables;  par 
M.  Appell. 

(Séance  du  3  mars  1882.) 

La  formule  de  réduction  pour  les  fonctions  0  de  deux  variables 
que  j'ai  indiquée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences  du  i3  février  1882  peut  être  généralisée  de  la 
façon  suivante  : 

I.   Considérons  la  fonction 

mi  =:  —  3c 

où  '■^{m^,  nio,  ...,  nip)  désigne  la  forme  quadratique 

•} 
a,jm/mj.     (a,j  =  «y,). 


V 


,,/  =  ! 

Supposons  que  les  périodes  relatives  ào-'p, 

2-/—  I.  2<7pi,  lapi, ■iapp, 

soient  liées  par  (p  —  i)  relations  distinctes  à  coefficients  entiers 
de  la  forme 

(  '-i  )  /wi  «pi   —  A-/2  «7n2  -^    .  .  .    —  /C,p  Opp  —   hjT.  \J ~  I  . 


I). 


les  lettres  kij  et  A,  désignant  des  nombres  entiers.  Dans  cette  hy- 
pothèse, les  périodes  relatives  à  x^  se  réduisent  à  deux;  et  la  fonc- 
tion 0  définie  par  l'équation  (1)  peut  être  exprimée  à  l'aide  de 
fonctions  0  de  (/>  —  i)  variables  et  de  fonctions  0  d'une  variable. 

Pour  le  montrer,  remarquons  d'abord  que  le  déterminant  des 
(/?  —  i)-  nombres  entiers 

/•M ■  ^,2 l-i.p  1     ('■  =  f  ,2 />  —  i) 


-cô- 
ne peut  jDas  être  nul.  En  effet,  si  ce  déterminant  était  nul,  on  pour- 
rait, en  multipliant  les  deux  membres  des  équations  (2)  par  des 
entiers  convenables   et  ajoutant,  éliminer  r/^,,,  ...,  ap,p-\  et  ob- 
tenir une  relation  de  la  forme 

N  et  N'  étant  entiers.  Mais,  comme  la  partie  réelle  de  Opp  est  néga- 
tive et  ne  peut  pas  être  nulle,  on  aurait  nécessairement  N  =  o, 
N'=  o,  et,  par  suite,  les  relations  (2)  ne  seraient  pas  distinctes;  ce 
qui  est  contre  Fhvpothèse. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  a^,,  rip^,  ...,  «p,p_i,dans  les 
équations  (2),  n'étant  pas  nul,  on  peut  résoudre  ces  équations  par 
rapport  à  ces  quantités,  et  l'on  en  tirera  des  expressions  de  la 
forme 

(3)  /c',api  =  k"iOpp-h  liT.^—i,     («■=  1,2,  ...,/)  — i), 


Â\-,  A},  //  étant  des  entiers;  certains  des  nombres  A\  et  //  peuvent 
être  nuls.  Je  suppose,  pour  plus  de  généralité,  que  A',,  A\,,  ...,  kl 
soient  nuls,  k'^^,  A!^,,  ...,  AJ,_i  étant  différents  de  zéro;  en  multi- 
pliant les  deux  membres  des  équations  (3)  par  des  entiers  conve- 
nables, on  pourra  faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  app  dans 
les  p  —  V  —  1  dernières  des  équations  (3)  deviennent  égaux  au 
plus  petit  commun  multiple  de  A!^i,  Av+s?  •••,  Aj,_i.  Ces  relations 
(3)  peuvent  alors  s'écrire 


n,  a  pi  =  qiT.  /—  i ,  (  t  =  1  , 2,  .  .  . ,  v  ), 

n^j^jap^^^j  =  Hpttpp  +  <7v+y~  /—  I,     (y  =  1 ,2,  .  . .,  p  —  V  —  i). 


(4) 

Dans  CCS  relations  (4),  on  peut  toujours  suj^poser  les  entiers 
//,,  //o,  ...,  n  p  positifs;  pour  les  v  nombres  //,  la  chose  est  évi- 
dente, car  on  peut  évidemment  changer  les  signes  des  deux  mem- 
bres des  V  premières  équations;  quant  aux  (/>  —  v  —  i)  nombres 
iiyt+j-,  on  remarquera  d'abord  que  l'on  peut  ramener  les  parties 
réelles  des  périodes  r7y,^v4->  ^' '''l'e  négatives,  car  l'on  |hmI.  diins  la 
fonction  (i),  changer  le  signe  de  <ip,y+j  à  condition  de  changer  en 
même  temps  le  signe  de  toutes  les  autres  pt'iiodcs  donl  ti/t  sriil 
des  Indices  esl(v-f-y)ct  celui  de  ./"v+y  ;  «l'I"  i«'Ni«iil  en  cUrt  à 
changer  Wv^_,  en   —  /»./  +  /•   Les   pailles  réellc>  de>   périodes  'V,/-*-/ 
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élant  ainsi  ramenées  à  elrc  négatives  comme  la  partie  réelle  de 
fi pp,  les  entiers  n^^j  et  iip  sont  de  même  signe,   et,   comme  on 
peut  changer  les  signes  des  deux  membres  des  équations  (4),  on 
peut  faire  en  sorte  que  les  entiers  /?v+/  et  rip  soient  positifs. 
Cela  posé,  faisons 

(5)  Wp  =  Zip -i.p  + /p,     {o<t<.n^  —  \),    (p  =  1,2,...,/)), 

[jL  et  /p  désignant  des  entiers  dont  l'un  est  le  quotient  et  l'autre  le 
reste  de  la  division  de  in^  par  /?p. 

On  obtient  toutes  les  valeurs  de  m^  de  —  oo  à  -{-ce  et  seule- 
ment une  fois  chacune  de  ces  valeurs  en  faisant,  dans  (5),  varier 
[jij,  de  —  00  à  +  00   et  t^  àe  o  k  n^  —  i . 

L'on  a,  d'après  cela,  pour  la  fonction  (i),  l'expression 

(6)  V       V  É!(",^+^)•r.+•••+('V•v+'/''^p-^-"f(«i^+^'-•"pi*r+V'• 

Posons 


(7) 


/  a  =  t^Xi  -+-  t^_Xi  H-.  .  .-+-  tpXp  +  cf(^i,  ti,  .  .  .,  tp), 

!                       _         f)o(fi,  t-2^  ...,t,>)      ,  , 

'^f=«f^j+  "f- ^7 —     (P  =  i,2 p); 


l'expression  (6)  de  la  fonction  0  considérée  devient 

(8)  "V        V    é'»  +  ^'',  +  ^«,+--+iV%+'^{«.^-"5^ "/-V; 

on  a  identiquement 

-)-   2  /t/,  [X/,(  [Xi  «1  «/,,   -+-  1X2  «2  «7,2  +...-)-  ;V-1  "/'-l  «T»,/'-!)  +  "/''  l"^^  '^/'Z'  ' 

remplaçons  dans  le  coefficient  de  iiip^p  les  quantités 

riiapi,  noOpi,  ■  .  .,  rip-iap^p—f 

par  leurs  valeurs  (4);  nous  avons 

^  cp(/ii  jj.,,  «2l-'-2i  •  ■  -,  npix,,)  =  (^{niixi.  iioix^.  .  .  .,  /ip-i\ip-i,o), 

\  -^  nf,app([xf, -h  ■i.ixpix.,^.^ -h 'f.ix,,[x^^.i -{-...-■- 7.[).p[t.p-'i)-\- -t.M-^-    i. 
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M  élanl  entier;  cetle  expression  (9)  peut  s'écrire 

Io(n,|j.i,  n.2  ;i.2,  .  . .,  np\Xp) 
=  cp(ni;Ai,  Jiî[x.2,  .  .  .,  np-i[Xp-i,o) 

—  nf,  app{  IJ.v+1  -r-   ÎXv-i-2  —    .  .  .    -f-  [Xp-i  )- 


-}-  n 2  ay,p  (  [Xv+i  -4-  [J.v+2  -i-  .  .  .  -4-  \Xp-i  -1-  [j.p  )2  -f-  2  M  t:  /^. 

Dans  cette  expression  (10).  la  partie  indépendante  de  jx^,  à  sa- 
voir : 

o(  rt,  ;j.i,  «2  ÎJ.2,  .  .  . ,  «p-i  [J-p-i,  o)  —  /?2  app(  ij.v+1  -i-  |i.vH-2  -^  .  .  .  -i-  M-p-i  )*, 

est  une  forme  quadratique  ^([^1,  [^-2,  •••,  [x^^,  )  des /»  —  i  varia- 
bles iJL,,  ixo,  ...,  [J"-/?-!;  et  si  l'on  écrit  cette  forme  de  la  façon  sui- 
vante : 

'.;  =  ?-» 


A,7  =  n?«/,,  si     A<v, 

,  kii  =  niaa  — n-lapp,         si     />v, 
(II)  < 

I  Aij  =  n,njaij,  si     t     ou    ylv, 

\  A/y  =  niTijaij  —  f^pUpp,     si     i     et    y  ]>  v. 

D'après  cela,  dans  la  somme  (8),  l'exposant  de  e  peut  s'écrire, 
en  laissant  de  côté  sMixy/ —  i,  qui  est  une  période  de  la  fonction 
exponentielle, 

a-f-  iXiOii-^...-h\XpOLp-+-appnf,{[x.^-^i  -+-  ,a,+2-t-...-h  [JI/,)2-4-  ^([Xu  [M M-a^-i» 

ou  bien 

a  -+-  |x,a,  — .  .  .-f-[x^a^-H  [Xv-(-i(av-,-i    -  ap)-f-.  .  . 

—  |Xp_,(a/,_,  —  ap)-f-*(|j.,,  |j.2,  ..  .,  ixp-i) 

-f-  (|J,,+,  -r-  [J.,-,.2  -f-  .  .  .  -H  |Xp_,  -r-  [Xp)'Xp  -+-  ffpp/l2(|Xv+i  -H  [Iv+j  -H.  .  . --  |JLp  )2 , 

Cela  posé,  faisons  dans  l'expression  (8)  la  somuialion  par  rap- 
port à  jjLp  en  laissant  toutes  les  autres  quantités  constantes;  nous 
pourrons  mettre  en  facteur,  dans  le  lermc  général  de  celle  somme, 

\.i  (|  Mil  ni  lié 

/  , .,  ,  ,,a  f  u   o    f-       (-  n         /  o        .0)4  i|i(  n     n  11 


—  r.;j  — 
et  nous  aurons  ù  laire  la  somme 


somme  qui  n'est  autre  que  03(a^|27:^/ —  \  ,2n'  app)(*);  la  somma- 
tion par  rapport  à  [jl,,  jxo,  ...,  [J>-/j_i  donne  ensuite  à  chercher  la 
somme  des  termes  tels  que  (12),  somme  qui  est  égale  à 

e"0(ai,  aj,  .  ,  .,  a^,  av+i  —  ^p,  ■  ..,  ^p-i  —  ^plA,;). 

Donc  enfin 

/f  =0 
Telle  est  la  formule  de  réduction  annoncée. 

II.  Il  est  un  autre  cas,  où  la  fonction  0,  définie  par  la  série  (i), 
subit  une  réduction  analogue  :  c'est  le  cas  où  les  p  groupes  de  pé- 
riodes simultanées  des  (/>  —  i)  variables  œt,  Xo-,  ...,  ^/>_i  se  rédui- 
sent à  (p  —  1)  groupes  distincts.  Cette  circonstance  se  présente 
lorsque,  entre  les  périodes  relatives  à  ces  variables,  ont  lieu  des  re- 
lations de  la  forme 

(  {i  =  i,'J.,  ...,p  —  i), 

A,,  Ao,  ...,  kp,  //(,  Ao?  •••5  /'/j-i  étant  des  nombres  entiers. 

Il  importe  de  remarquer  que  kp  ne  peut  pas  être  nul;  en  effet, 
supposons  kp  =  o,  multiplions  la  première  des  relations  (i3)  par 
A'i,  la  seconde  par  Ao,  ...  la  dernière  par  kp_i,  et  ajoutons;  nous 
avons 

<5 (  Al ,  A2,  ....  Ap-] ,  o )  =  M 71:  v/ —  I , 

M  étant  réel.  Or  cette  relation  est  impossible,  car,  quelles   que 


(')  Je  désigne  par  0,  (:;  |  oj,  w')  la  fonction  0,  formée  avec  w  ot  m'  (\dii-  Théorie 
(les  fondions  elliplit/iies  d<^  MM.  l?riol  cl  lt(in(|n('t.  ji.  ii")). 
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soient  les  valeurs  attribuées  aux  entiers  m,,  m^.  ...,  nip,  la  partie 
réelle  de  '^(W(,  nh2,  ....  nip)  est  négatn-e  et  n'est  jamais  nulle.  11 
n'est  donc  pas  permis  de  supposer  A^  =  o.  Mais  il  peut  arriver  que 
certains  des  entiers  A,,  Ao,  ..-,  A/,_i  soient  nuls. 

Je  vais  traiter  le  cas  oiî  aucun  des  entiers  A,,  Ao,  ...,  kp  n'est 
égal  à  zéro.  Ces  entiers  ont  d'ailleurs  des  signes  quelconques.  Fai- 
sons, comme  précédemment, 

(i4)  m,  =  A-  'JL, -i- ^,,    (p  =  1,2,  . . ..  p), 

Uç  et  ff  étant  deux  entiers  dont  le  second  t^  est  positif  et  satisfait  à 
l'une  ou  l'autre  des  conditions 

i  o<t<     A-,  —  I     si     A-  >  o, 
'  I  o<f<  —  k--i     si     A-,  <o. 

L'on  obtient  encore  toutes  les  valeurs  de  ntf  en  faisant  varier 
<jLj  de  —  ce  à  +  00  et  donnant  à  (^  les  valeurs  satisfaisant  aux  con- 
ditions { i5).  La  série  (i)  peut  donc  s'écrire 

(i6)  V      V     e(.''-,'^,-^ti)^i+-M'^p'-'p+-'p)^p+'?i^\^t+ti V/'"^V- 


Le  signe  ^  indique  une   somme  étendue  aux  valeurs  (i5)  de 

'? 
p.  Posons 

3   =  tiXi  -f-. .  .^  tpXp-^  '£(/,.  ti tp). 


'? 
/,.  /.j,  tp.  Posons 


(17) 


/  ?o  =  A% J-,  -^  A-  — î- ^ '—     (o  =  I .•>..  ...  p ): 


l'exposant  de  e,  dans  la  somme  (i6),  devient 

(  1 8  )  ^  —  [X,  3,  J- . .  .  -T-  ixp  ^,,  —  'i (  A,  [A, ,  A.,  [JL.> Ap  ;x,, ). 

Dans  cet  exposant,  écrivons,  au  lieu  de  '•p(/.|  ;jt|.  Ao'j.^ A,,|i.^,). 

Ç.  f  Al  [JL^  -f-  Al  (  [Al  —   |A^  ),  A 2  lA,,  -i-  A-2(  tA2  —  [Ap), 

A/,_i  ;a^,  -f-  /cp^i  (  ixp  i  —  lA,,).  Ap  lAp  —  o], 
et  développons  parla  série  de  Tavlor,  en  considérant 

Ai(lA,  —   lA/,),        Aî(lA2—    !Ap) /./,     ,(|A/,     ,    —   -A,,  ),        O 

comme  les  arcroissemenis  des  v;ii"ialiles.  Il  c-.!  ,\'\^r  de  vdir  (pip,  en 


u:;  — 


verlu  df'S  relation»  (i3),  ce  développement  se  réduit  à 

'i  (  A-,  ;j.,„  A-2  ;-»•/)'  •  •  • ,  l^p  Vi>  )  —  'i  [/'i  '  y-i  ~  Vi>  I-  /'>  •  !-^2  —  \i-p},  ..., 

N  étant  entier;  en  effet,  le  coefficient  de  /.,(  ;ji/  —  \Xp).  dans  ce  dé- 
veloppement,  est  — ^ .  ",    '-^-'—■,  c  est-a-dirc 

2  ;;./, (  Ai  <7, ,  —  k.,  a/o  -^  .  .  .  —  A,, a,p ) 


r.'x 


y-i 


!^p)3 


i-'/'-i 


ou,  d'après  (i3),  i'j.phi-\^  —  i. 

L'expression  (i8)  peut  donc  s'écrire 

(19)  /       — 'f  [Ai(ixi  —  [XpX  ...,  A/,_i(!X^_,  —  [j.^),o]-f-  iV^i—  3,-T- ...— 3p) 

Alors,  dans  la  somme  (i()),  laissons  d'abord  [jl^  constant  et 
sommons  par  rapport  à  [j.,,  y-o.  •••,  p-/>_i;  nous  pourrons  mettre  en 
facteur  dans  le  terme  général  lexpression 

(20)  e?+V  h+^t^-+-y'>+''--pn''rf''. f',.\ 

et  la  somme  à  évaluer  sera 

1^1 :^-i  =-!-« 

1*1 i^/'-i  =-== 

c'est-à-dire  une  fonction  B  de  />  —  r  variables 

e(3„:ii,,...,!3/,_i|A/AyV//) 


'  /   =  I,  2,  . . . ,  y>       I 
7'  =  1,2,  ...,/>  — I, 


Si  ensuite  nous  faisons  la  sommation  par  rapport  à  u.p,  nous 
avons  à  évaluer  la  somme  des  expressions  (20),  |Ji.y,  variant  de  — co 
à  -h  ce  ,  ce  qui  donne 

e^h[?i  -^  ?H-..  .-  :3„l27:/::^,2o(A„  A, k,,)]. 

Donc  enfin,  d'après  la  formule  (16), 

/  0(^1,^2,  ...,Xp\a,j) 

(2.)!        ="^e^e(?,,%,...,^,.^,\k,'k/a01 

'9  

'  X  04  [i,  -I-  îî,  -f-. .  .-i-  ?,,i2rv/-  1,  2'f(  A-,,  A, A,,  tl; 

ce  qui  donne  I  expression  cliercluM^ 


-oe- 
il est  à  remarquer  que  î>.ci(/»-,,  Ao,  ....  kj,)  se  réduil,  en  négli- 
geant un  multiple  de  a-iry —  i,  à 

,    (^o(A-,,A-o A-p) 

^"^ ôTp ' 

car  les  relations  (i3)  peuvent  s'écrire 

-^ -^' '—   =ihi-sl—i      (i  =1,2,  ...,/)— I). 

ITI.  Une  méthode  analogue  s'applique  au  cas  oij,  dans  les  rela- 
tions (i  3),  certains  des  entiers  A,,  Âj,  ...,  hp  sont  nuls.  Si  Ton  sup- 
pose 

k,  =  /,,=...=  A\^  =  o, 

A"v+),  /."v^i.  ...,  kp  étant  différents  de  zéro,  il  faudra  poser 

les  entiers  /^  étant  assujettis  à  la  condition 

(  oi/ "5      A  ^,  --  I     si     X-  ^^  >  o. 

(9.2)  V   V        /  •       , 

La  fonction  (■)  (i  )  peut  alors  s'écrire 

(23  )       ^       ^     ^i^,a•,-l-...-l-^,a•,+(^,+l/.•v-^-l+^)J■v-l-H-...+(l^/.,,+</,-v)•r^-^?(I^,....,^,^v-+-li*v-^-l+/, XyH 

'?     f-i  =  —  "*> 

le  signe  ^  indiquant  une  sommation  faite  par  rapport  à  /,.  /., 

tp.'i  et  étendue  aux  valeurs  (22). 
Si  l'on  j)ose 

Y         =  /,Xv+-|-r-/2-î"»+2  -+-..  .-f-  tp-.T,,  -f-  0(0,  O,    .  .  .,0,   /,, //,    ,). 

7v>e  -  /'-f^v.p  -  K.,  -^ ^, '—  '     (  P  =  I ,  ^. />  -  V  ). 

p 

V 


//l , ,    .  .  /H .,     ,  cr 
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l'on  obtient,  comme  précédemment,  la  formule  de  réduction 

/  6(^-1,  x^,  .  ..,  Xp\a,j) 

/  'f  . 

'  X  03[y,^i  _i_v,^2-H.  ..-f-  Y/^la-/— I,  '-i(f(o,o,  . .  .,o,  k.,^i,  . .  .,kf,)] 

Ici  encore  Ton  a,  en  négligeant  un  multiple  de  2- y —  1 , 

2'f  (0,  O O,  AvH-l,  /'v+^,    .  .  .  ,  fCp)  =  Ap— ! ^ '—  • 


Sur  une  série  cl'Abel;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  16  décembre  1881.) 

Dans  le  Tome  II  des  Œuvres  d'Abel,  comprenant  les  Mémoires 
que  rillustre  géomètre  n'avait  pas  publiés  lui-même,  se  trouve 
(page  8a  de  la  i"^*^  édition,  j3  de  la  2*^)  une  série  très  remarquable 
dont  l'étude  n'a  pas  encore  été  faite  d'une  manière  satisfaisante. 
C'est  cette  étude  que  j'ai  entreprise  et  que  l'on  trouvera  dans  le 
présent  Mémoire. 

4.  Considérons  la  suite  indéfinie  des  polynômes  Pq,  P|(J:^), 
P2(^),  ...,  que  voici  : 

Po=i,     Pi(j")  =  a-,     r2(^)  =  '—,"■■,    P„{x)=  — — '. , 

■^  2 . 3 . .  .  n 

où  P  est  une  constante  quelconque.  Les  degrés  de  ces  polynômes 
successifs  reproduisent  la  suite  des  nombres  naturels.  Il  est  donc 
évident  que  tout  polynôme  entier  pourra  être  développé  suivant 
les  polynômes  P,  en  cette  sorte  : 

(1)  o{x)  =  iXoVo—  îXiPi(.r)-f-  |jL,P2(r)^-,.,-u  ix„P„(x). 

Les  coefficients  [j.  seront  indépendants  de  .r,  et  l'indice  n.  celui 
du  dernier  terme,  sera  le  degré  de  o[x). 

Pour  trouver  les  coefficients  [x,  observons  deux  propriétés  des 
polynômes    P  :  i"  ils  s'évanouissent    tous,    sauf  P^,   pour    .r  -~  o  ; 


—  «8  — 
1"  ils  vérifient  la  relation 

et,  par  suite,  aussi  la  relation  plus  générale 

En  dérivant  m  fois  l'identité  (i),  on  obtient  donc 

'j,"'{x  )  =  [x„J\  —  ;jL,„-i-i  Pi(x  —  m!3  )  -{-  |x,„-j-2P2(-^  —  m^)  -t- 

Prenant  enfin  .r  ;=  /;?  |j,  on  a 

;jt„,  =  o<'»'(ni'i). 

Donc,  tout  polynôme  entier  '^{jc)  peut  être  mis  sous  lu 
forme 

(  o{x)  =  <p(o)  4-  ;rcp'(^)  ^  '^^•'^  ~  ^  ^^/(2p  ) . .  . 
C  2  )  ' 

(  "    ..3..;»   ?^"'(»?)^>-- 

dans  laquelle  [3  <'.si  i^/i<?  quantité  arbitraire. 

Cette  formule  (2)  est  celle  d'Abel.  Le  problème  que  je  me  pro- 
pose ici  est  d'étudier  sous  quelles  conditions  la  série  (a),  formée 
avec  une  fonction  quelconque,  et  indéfiniment  prolongée,  repré- 
sente effectivement  cette  fonction. 

Voici  comment  je  procéderai.  Je  prendrai  la  série  générale 

(3)  F(a:)  =  |Xo-^  l^i^-i-ixj — '--^-...^  jx„ :^-J~^i '••' 

où  les  coefficients  \k  seront  indépendants  de  .r,  et  d'ailleurs  (piel- 
conques,  assujettis  seulement  à  rendre  la  série  convergente.  J'étu- 
dierai la  fonction  F(\r)  ainsi  définie,  et  je  montrerai  que  celte 
fonction  a  plusieurs  propriétés  caractéristiques.  De  là  découlent 
des  conditions  nécessaires  pour  (pTune  funclion  '^(.z)  puisse  véri- 
fier la  formule  (2).  Je  prouverai  ensuite  <|ue  ces  mêmes  condi- 
tions sont  aussi  siillisanles,  el  le  problème  se  trouvera  résolu. 

!2.    (îonsidè'i-oii>>   le  leiiiie  de  rau"!  ( //  -i    i)  dans   lu   sè-rie  (  !i  ).  el 


—  G9  - 
écrivons-le  ainsi 


I  .  2 .  .  .  /J 

Posons,  pour  aljréger  l'écrilure, 


La  quanlilé  T„,  jDoiir  /i  infiniment  grand,  a,  d'après  la  formule 
de  Slirling-,  l'expression  asymplotique 

/air  ,,^ 

d'où  je  lire  cette  première  conclusion  :  Pou?-  que  les  termes  de 
la  série  (3)  convergent  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  Von 
ait 

3 

(  6  ,)  [X„  =  (—  I  )"-!  n  -'  (>  ^  )-«  Un , 

//„  étant  infiniment  petit  avec  -• 

C'est  là  une  première  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante, 
à  la  convergence  de  la  série  (3). 

Si  la  série  dont  le  ternie  général  est  Un  est  absolument  conver- 
gente, aucune  condition  ultérieure  n'est  plus  nécessaire  à  la  con- 
vergence delà  série  (3).  D'ailleurs  u,i  est  indépendant  de  x.  Donc, 
dans  un  tel  cas,  la  série  (3)  définit  la  fonction  F(j^')  pour  toute  va- 
leur de  X.  Cette  fonction  est  finie  et  uniforme  dans  tout  le  plan. 

Je  vais  étendre  ce  résultat  aux  autres  cas.  Pour  y  parvenir,  je 
prendrai  une  expression  asymptotiquc  de  T„,  plus  approchée  que 
l'expression  (5). 

3.  Développant  /  i  —  -\  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  n,  j'ai  d'abord 

(7)  \ 
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J'obtiens  de  même,  par  la  formule  de  Sllrling, 


■  1  -2  n        n-  / 


1        -(«  + 


f  (Iimc'„)„_=-i^. 

De  ces  deux  formules,  je  conclus,  en  tenant  compte  de  (6), 

T         ^^"'  r       .  />■       '  "o        I   \  ""       /    ""1 
y/aTiL  \  -J  12/  n  /<-J 

I  9  9T  I  I 

(  lim  ^<„ )„  =  .  =  -  ^^  -  ^  ^3  +  ^  ^2  _  _L  î  ^  J 
8  3  24  12  288 

Dès  que  i/,i  est  supposé  infiniment  petit  avec  -,  la  série,  dont 

le  terme  vénérai  est    "    " >  est  absolument  convergente.  La  série  ('5') 

converge  ou  diverge  en  même  temps  que  la  série  s,  dont  le  terme 
général  est 


If., [\^ 

■>.  '         11)   n 


Si  maintenant  la  série  (6)  converge,  non  plus  pour  une  valeur 
particulière  de  J",  mais  pour  une  suite  de  valeurs  attribuées  à  cette 
variable,  la  convergence  séparée  des  deux  séries,  avant  pour  termes 

généraux  respectivement  (i„  et— ?  est   nécessaire.   Elle  est  il'ail- 

leurs  suffisante.  Cette  condition  même  se  présente  si  l'on  exige 
simplement  (pie  la  série  (  3  )  converge  pour  deux  valeurs  dillercnles 
attribuées  à  .r,  pourvu  que  la  somme  de  ces  valeurs  ne  soit  pas 
2J3.  Mais  c'est  là  un  détail  sans  importance. 

D'après   un    lliéorème   d'Abel,    la   série    dont  le    Icrmi"   général 

est  —  converge  dès  que  (•clic  dont  le  terme  général  est  //„  est  con- 
vergente. Je  fais  allusion  ici  au  ibéorème  111  du  Mémoire  sur  la 
série  du  binôme  f'  )  (l.  I,  |).  6y  des  Ofùn'rrs  complètes,  p.  'j.ài  de 
la   2^  édition  ).  J  ai  donc,  en  ((mclusion  : 

I^n  con'lilioii  iirrcsstdrc  cl  siif/isaiilc  u  ht  couver '^cnrc  de  lu 


(')  Cette  ;ip[)li<"aliiin  fin  itifuirrnr  «l'Mirl  m'ii  (•!<■  iiHli(|iiir  |ijir  M.  .Innlan. 
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série  (Z),  pour  X  variable,  consiste  dans  la  convergence  de  la 
série,  indépendante  de  x,  quia  pour  ternie  général 

_  3 

Celte  condition  satisfaite,  la.  série  (3)  représente  une  fonction 
synecticjue  dans  tout  le  plan. 

Je  dis  svnectique,  quoique  la  démonstration  établisse  simple- 
ment que  F(x)  est  finie  et  uniforme.  Mais  il  est  très  aisé  de  dé- 
montrer encore  que  la  série  (3)  peut  être  différentiée  ;  il  n'est  pas 
besoin  de  s'v  arrêter. 

4.  De  la  définition  (3  )  résulte,  pour  la  fonction  Yix),  la  même 
conclusion  qui  a  été  tirée  de  (  i  )  pour  un  polvnôme  entier, 

Il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  série  (3)  n'est  pas  plus  générale 
que  la  série  d'Abel,  formée  avec  une  fonction  quelconque.  Il  faut 
toutefois  observer  que  la  fonction  F(j7),  définie  par  la  série  (3), 
où  les  coefficients  u  peuvent  être  liés  à  |3  d'une  manière  quelconque 
n'est  généralement  pas  indépendante  de  |B. 

C'est  de  l'égalité  (y)  que  je  vais  tirer  les  propriétés  caractéris- 
tiques de  la  fonction  "P (x).  Je  ferai  croître  au  delà  de  toute  limite 
lindice  de  dérivation  m,  et,  en  même  temps,  je  supposerai  x  de  la 
forme  suivante  : 

(lO)  T  =  {r,-r-p)'^, 

r,  désignant  une  quantité  quelconque  invariable  avec  m,  et  y>  un 
nombre  positif,  variant  avec  m  dune  manière  arbitraire,  mais  ne 
dépassant  pas  m. 

Si,  pour  m  infini,  (m  —  p)  j-este  fini,  les  propriétés  de  Y^^'^x) 
se  déduisent  immédiatement  de  l'analyse  qui  précède.  En  désignant 

maintenant  par  ;  la  quantité  Imie -_^ — -,  je  pourrai  employer  les 

mêmes  formules  qu'au  numéro  précédent. 
Posant 

3 

'  «  =     —  —  -        ' : V-—  --)—  —    i<"i  w,.     ;  =  û — -  ' 

m         II  '  n  ^  ■>  }■?.  /        n-  i 


et  désignant  par  ï„  le  (/i  4-  ij'^™^  terme  du  développement  (9), 
i  obtiens 

Suivant  les  Inpothèses,  la  série  r,  -i-  to  +  l's  -i-  .  .  .  converge 
vers  zéro  avec  —  J  ai  donc  le  résultat  suivant,  où  je  mets  la  lettre 
)■  au  lieu  de  t,^  : 

Quand  1)1  est  injînimcnt  grand  et  que  y  reste  fin  i,  le  produit 

ni   -  e'"  ^3'"F('"^(  )-  +  m  |^)  con^-erge  vers  zéro. 

o.  Je  \ais  maintenant  généraliser  ce  résultat  en  envisageant  pour 
X  une  valeur  quelconque  de  la  forme  (10),  dans  laquelle  on  devra 
supposer  (/»  — p)  infini  avec  m. 

Pour  la  démonstration,  je  suppose  7,  réel,  et  je  ferai  disparaître 
cette  restriction  a  posteriori. 

D'après  les  hypothèses,  (  ' ^j — '  )  ^^^  l'^'cl  et  négatil  pour  m  suf- 
fisamment grand. 

J'écris  maintenant  le  (n  +  ij"^'"''  terme  T,,  de  (p)  en  me  servant 
toujours  des  formules  (6)  et  (8),  mais  sans  faire  usage  de  la 
iorniule  (  "  1.  Posant 


n- 


j'obliens  le  résultat  suivant  : 

(II)    m    ^  cl'  i'"  1  „  =  — — ■  ei>'"' '■ L     ,  _, ! L  „. 

Dans  le  second  nicnihic  ^\^•  celle  l(>nnule(M),  ahslraclion  laite 

des  trois  premiers  lacteurs,  indépendants  de  //,   nous   midi  iplii)iis 

I    1-         •       /          '"    -fi  —  P  \"    * 
w,i  par  la  loiiction  ^  i  H '—  I        ,  (jui  est  toujours  croissante 

avec  n.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  supposition  (  ///  —  y,  —  /' )  >  "• 
La  limite  de  la  série?  se  trouve  alors  au  moven  du  théorème  d'Abcl 
cité  précédemment,  et  auquel  on  lail  une  modification  insigni- 
fiante. \()iei  ce  théoième  inodilie  eonime  \\  conxieiil   ici  : 

/•,'//  drsignani  far  o  ,.  n'.j.  ....  o  „  une  si-rir  r/f  i/ua/ififrs  tjui'l- 
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coliques,  et  supposant  pn  =  ti'i  +  "'2  +•  •  •+  »'«  de  module  tou- 
jours moindre  qu'une  quantité  déterminée  0,  quel  que  soit  n, 
on  aura 

î),  ôj,  ...,  1,11  ...  étant  des  quantités  positives  croissantes. 

Appliquant  ici  celle  proposilion,  en  prenant  pour  (\'„  les  quan- 
tités précédentes,  et  pour  î„  cette  autre  : 

/         m  —  r  —  p\"~' 
t„  =  ei>-'n(x-  ^ Lj       , 

nous  aurons  pour  0  et  pour  />„   des   quantités  infiniment  petites 

avec  —  ;  pour  $,,  la  quantité  infiniment  petite  e/'"';  quant  à  £„,  son 

maximum  a  lieu  pour  n  infini  ;  c  est  une  quantité  finie  e^"'"'. 
La  somme  est  donc  infiniment  petite,  et  j'ai  ce  résultat  : 

Quand  m  est  infiniment  grand  et  que  y  reste  fini,  le  produit 

m  - eP'^'^^Y^'^'^i y  -\-  p'^j)  converge  vers  zéro,p  étant  un  nombre 
positif  variant  arbitrairement  avec  m,  mais  ne  sut  passant 
pas  m. 

Comme  je  l'ai  fait  observer,  cette  proposition  n'est  encore  éta- 
blie que  pour  le  cas  oùy'.[i  est  réel.  Faisons  maintenant  dispa- 
raître cette  restriction. 

G.   Posons,  pour  un  instant, 

ei'Fiv  —  p'i)  =  f(j). 

La  i"onction/(  v)  est  svnectique  dans  tout  le  plan  (n"  3);  je  peux 
donc  appliquer  la  série  de  Tavlor,  quels  que  soient  v  et  h  : 

/<""( r-io=  /"■"  (  j- j  --  7 /  "'^''<  y  )  ^  77-  f""-^-'(r  ;  ^ .  •  • . 

Soit  ^j|  une  (pianlité  de  module  moindre  (pic  |j.  D'après  la  der- 
nière proposilion,  jai 

où  (.),,  est  infiniment  nctil  avec  —  -  J'^mplovanl  (h^  (iiianlilés  (o„,  je 
I  III  ^      • 


transforme  ainsi  l'expression  de/f'"^(j'  +  h), 

h  I    /A  \2  I       f  h\" 

et  il  devient  évident  que,  li  étant  une  quantité  Unie  quelconque, 
(^m  j{rn)(^y  _i_  /^^  gg^  infiniment  petit  avec  —  La  proposition  s'offre 
donc  en  toute  généralité  sous  cette  forme  : 

m  étant  infiniment  grand,  p  étant  positif ,  moindre  que  m  et 
d'ailleurs  quelconque,  y  étant  une  quantité  Jixe  réelle  ou  ima- 
ginaire, et  ,3|  avant  un  module  inférieur  à  celui  de  ^,  le  pro- 
duit e/'^^F^'"^(  V  + />^)  converge  vers  zéro;  cest  le  ternie 
général  d'une  série  absolument  convergente. 

Je  vais  encore  la  transformer;  à  cet  effet,  yV  suppose  [i)  de  même 
argument  que  |îl,  et  je  considère  le  produit  e^i  |3"'F^'"^(  i'  +  yj(  [3,  ), 
dans  lequel />!  est  supposé,  comme  précédemment/?,  un  nombre 
positif  quelconque,  ayant  m  pour  limite  supérieure.  Je  pose 
p^  [3,  :=  p'6.  D'après  les  hypothèses,  p  sera  un  nombre  satisfaisant 
encore  à  ces  mêmes  conditions. 

Je  dis  qu'on  a 


m 


eP'~i'  <  I . 


Soif,  en  effet,  ^  =  I  —  À,  d'où   résulte/:»,  — /»=/>,/,;  on 

/3i\"'       r    ^  -'1'" 

(a)   ^^'~^' =  L^i  — ''v'^'"  I  ' 

La  fraction   ~  étant  positive  ol  plus  pdile  (pie  l'unité,  j'ai 


e    '"    >  I  —  '—  A  >  I 
m 

Par  suile 


ce  qu'il  fallait  prouver.  J'ai  en  conséquence 
e/','^'{'V^""{y  ^   Pi 'fit) 

f^' 1     e/'i-p  ^^  eP'fi'"V '"i  y  -    /l'i)      <•/' '1'"  F '"  (  v       /\:i  ». 


m 


ces  relations  étant  entendues  s'appliquer  aux  modules  des  quan- 
tités erivisagt'es.  Je  peux  donc  énoncer  le  résidtut  sous  celte  lorme, 
qui  est  définitive. 

La  fonction  F(.r),  définie  par  la  série  (3),  jouit  de  la  propriété 
suivante  : 

Soit  z  une  quantité  quelconque  de  même  argument  que  ^  et 
de  module  moindre  que  celui  de  [3,  soit  p  un  nombre  positif  va- 
riant avec  m  d'une  manière  arbitraire,  sans  surpasser  m,  et 
soit  enfin  y   une  cjuantité  arbitraire,   mais  fixe;  le  produit 

z"'^eP¥''"'-HY  -\-  pz)  converore  vers  zéro  avec —  C'est  le  terme 

général  d'une  série  absolument  convergente. 

7.  J'en  ai  fini  maintenant  avec  l'étude  des  propriétés  qui  résul- 
tent de  la  définition  d'une  fonction  par  la  série  (3),  et  j'arrive  à  la 
solution  du  problème  proposé.  Mais  d'abord  je  fais  deux  remarques 
concernant  toute  fonction  F  jouissant  de  la  propriété  qui  vient 
d'être  énoncée. 

Formons  la  série  d'Abel  avec  cette  fonction  F  et  en  prenant  ::;  au 
lieu  de  j5>  pour  construire  la  série.  Nous  obtenons  ainsi 

(12)    7i{x,z)  =  F(o)-i-  -F'(^)  —...-. : •  F""(mz)-^ 

I  i  .2. .  .m 

Cette  série  converge,  comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  à  la 
fin  du  n"  3;  car  on  a 

_± 

D'après  la  proposition  ci-dessus,  où  l'on  suppose  i'  =  o,  /)  =:  ///, 
Um  est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 

La  fonction  5^(^,  z)  est  donc  définie  par  la  série  (12)  pour  toute 
valeur  de  x,  et  pour  les  valeurs  de  5  dont  l'argument  est  celui 
de  [j,  et  le  module  moindre.  Quant  aux  valeurs  de  :;  dont  l'argu- 
ment difi'ère  de  celui  de  J3,  on  ne  sait,  jusqu'à  présent,  si,  pour 
ces  valeurs,  la  série  (12)  converge. 

La  seconde  remarque  se  rapporte  à  la  conséquence  obtenue  en 
supposant  />  =  o  ;  et  je  peux  l'énoncer  ainsi  : 

Théorème  l.  —  Pour  que  la  série  r/'  \bcl  puisse   être  appli- 
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qiiée  à  une  fonction  J\j^),  il  faut  qu'il  existe  des  constantes  a 
laissant  le  produit  aJ"f^"^\x)  fini,  pour  m  infini. 

8.  Rien  n'est  plus  aisé  que  de  concevoir,  de  la  manière  la  plus 
générale,  une  fonction  /(.r)  jouissant  de  celte  dernièi-e  propriété, 
et  de  caractériser  le  maximum  a  du  module  des  constantes  a.  Que 
l'on  prenne  une  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ,r,  et  dont  le  cercle  de  convergence  ait  le  rayon  «,  et  soit 

<!fi{x)  =  Vo  +  ViX  -H  V.2.V^  -t-  i'iX^  -H.  .  .-r  V,nX"^  -\- .  .  . 

celte  série.  En  posant 

a"  T^  r^  X'" 


J  1.2  1.2.3 


on  aura  la  fonction  demandée  f{x).  On  peut  encore  figurer  sa 
liaison  avec  'K^)  de  cette  manière, 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé,  embrassant  l'ori- 
gine, et  de  rayon  maximum  moindre  que  a.  Les  deux  fonctions  y 
et 'i  jouent  ainsi,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  le  rôle  de  généra- 
trice et  de  déterminante  au  sens  qu'Abel  donne  à  ces  mots  dans 
le  Mémoire  où  se  trouve  la  série  dont  je  m'occupe  ici.  Mais  je  ne 
ferai  pas  usage  de  cette  notion. 

Si  la  série  'J>(.r)  est  convergente  dans  tout  le  plan,  la  constante  ff 
dépasse  toute  limite.  On  a  alors  une  classe  de  fonctions  /(j:),  parmi 
lesquelles  se  rangent  les  fonctions  de  Bessel,  dont  on  a  l'exemple 
le  plus  simple  en  prenant  di(.r)=P^.  La  fonction  cos^/x  appar- 
tient aussi  à  celte  classe,  et  de  même  \jx  ?>\x\  \jjc . 

La  l'onction  e"  est  le  Ivpc  In  plus  simple  des  fondions  /(.r)  qui 

correspondent  à  la  constante  a,  ou  innnx  r",  a  a^anl  le  niodidc  a 
et  un  argument  quelconque. 

t).  i'renons  une  ftmclion  y(.r)  répondant  i'i  la  lonstanlr  a.  Soit 
a,  une  quantité,  d'argument  quelcoucpie  et  de  module  infé-rieur 
à  a.  (^)ii('l  (|(ic  soil  ./•.  le  |»rodiiit   v."' /  '"'(./■  i  ;i   ponr  limitr  zéro.   Les 


termes  du  développement  de  f{x)  par  la  série  de  Maclaurin  sont 
infiniment  petits  par  rapport  aux  termes  correspondants  du  déve- 
loppement de  e''.  Il  en  est  de  même  pour  les  dérivées  d'ordre  quel- 
conque de  ces  fonctions,  en  sorte  qu'en  désignant  par  s  un  infini- 
ment petit,  terme  général  d'une  série  absolument  convergente, 
on  a 

Cette  conséquence  a  lieu,  même  si  x  varie,  en  sorte  que,  mettant 
inz  au  lieu  de  x^  j'ai 

(i3)  f""\mz)=        """' 

Considérons  maintenant  léquation  transcendante 

(14  )  »ei+"  =  I, 

qui  a  une  racine  positive  et  une  seule,  égale  environ  à  0,2-,  et  que 
nous  désignerons  par  u. 

Choisissons  pour  z  une  quantité,  ayant  le  même  argument  que 
a,,  et  astreinte  à  la  condition 


Comme  11  est  racine  de  («4)j>  '^  ^'^  résulte 

ai  e 

et,  à  cause  de  (i3), 

(i5)  f('>i\mz)^t'{ez)-"^, 

s'  étant  comme  ô,  un  infiniment  petit,  terme  général  d'une  série 
absolument  convergente.  Ainsi,  f{x)  étant  une  fonction  quel- 
conque satisfaisant  à  la  condition  que  a"^f''"'\x)  ne  devienne  pas 
infini  avec  /n,  cette  fonction,  comme  on  le  voit,  satisfait  en  même 
temps  à  la  condition  (i5),  pourvu  qu'on  prenne  pour  :;  une  quan- 
tité d'argument  quelconque,  et  de  module  moindre  que  ita. 

La  condition  (iT)  )  est  précisément  celle  qui  permet  de  déduire 
de/(.r)  une  fonction  ^T(,r,^),  comme  on    V:\    fiiil   pour  V(x),  au 


moven  de  la  formule  (12).  En  prenant  donc 

(16)     -'^(■■^.-=)=/Co)-^7/(^)+----^— 77^777^^ — f'^mz)..., 

je  définis  ^{j",  :■).  fonction  synecliqiic  de  x  dans  tout  le  plan,  el 
svnectique  aussi  par  rapport  à  z  pour  les  valeurs  dont  le  module 
est  moindre  que  lia. 

Pour  ces  valeurs  de  :,  il  est  permis  de  développer  ^{x,  z-)  au 
moven  de  la  série  de  Maclaurin,  étendue  au  cas  de  deux  variables. 
Si  l'on  veut  former  les  termes  de  ce  développement  jusqu'à  l'ordre 
quelconque  /?,  on  obtiendra,  pour  ces  termes,  la  même  forme ana- 
Ivtique  que  si /(.r)  était  un  polynôme  entier  de  degré  au  moins 
égal  à  n.  Or,  s'\fix)  est  un  polynôme  entier,  3(x,  z)  se  réduit  à 
f{x)  (n"!).  Donc,  si  loin  qu'on  pousse  le  développement,  on  le 
voit  toujours  coïncider  avec  celui  de  J\x).  Donc,  pour  les  valeurs 
de  z  envisagées,  on  a  ^{j",  z)^f{x).  De  là  cette  première  con- 
clusion énonçant  des  conditions  suffisantes,  mais  non  pas  néces- 
saires. 

II.  Soit  a  le  plus  grand  module  des  quantités  a,  laissant 
fini  aL"'f('^^[x)  pour  ni  infini;  soit  u  la  racine  positive  de  l'équa- 
tion //(?'+"=  I  ;  la  série  d'Abel  représente  f{x)  quand  le  mo- 
dule de  ,3  est  moindre  que  iia. 

Et,  en  particulier,  à  une  fonction  f[.r),  pour  laquelle  la  con- 
stante, désignée  par  a,  dépasse  toute  limite,  la  série  d'Abel 
s^ applique,  cjuelle  cjue  soit  la  constante  ^. 

10.  La  condition  (i5),  nécessaire  à  l'existence  de  la  série  (16), 
est  satisfaite,  comme  je  viens  de  le  prouver  pour  les  valeurs  de  z, 
de  module  moindre  que  ua  et  d'argument  quelconque.  Mais  il 
arrivera  généralement  que,  si  l'on  donne  à  :;  un  argument  déter- 
minéo),  la  condition  (1  5)  soit  encore  satisfaite  pour  des  vnleursdc  c 
de  modide  supérieur  à  ua.  Soit  s  la  limite  de  ces  modules.  5(^x,z) 
est  alors  uiu^  Jonction  de  r,  continue  ain^^i  rpie  toutes  ses  dérivées, 
pour  les  valeurs  de  z,  d'argutnent  (•)  et  de  module  moindre  que  p. 
Tant  que  le  module  de  :;  ne  dépasse  pas  ua,  elle  coïncide  avec /"(.r). 
Donc  elle  coïncide  avec  /(.r  )  jusqu'à  la  limite  0  du  module  de  z. 
De  l;i  une  rrtndilion  siiflisrinle  pour  rpie  la  s/i  je  (Y  \lie|  repn'sente 
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fix),  condition  qni  coïncide   avec  celle   qu'à  la  lin   du  n"  6  on  a 
reconnue  nécessaire. 

III.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  l'énoncé  II,  le 
produit  (ez)"'^/'"^^(mz-)  reste  fini,  pour  ni  infini,  tant  que  le 
module  de  z  reste  inférieur  à  ua.  Mais  si  z  conserve  un  même 
argument  oi,  et  que  son  module  croisse  d'une  manière  continue 
au  delà  de  ua^  le  produit  z"^f^"'^niz)  reste  encore  f  ni  jusqu'à 
une  autre  limite  du  module  de  z.  Soit  0(10)  cette  limite,  dont  la 
forme  dépend  de  la  fonction  fi  x). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  d'A  bel 
s'applique  à  fix)  consiste  en  ce  que  le  point  a  f  fixe  de  ^  soit 
situé  à  l'intérieur  de  la  courbe  0  =^  ZiIm);  ou,  en  d'autres 
termes,  cpie  si  l'on  donne  à  p  l'argument  lo,  le  module  de  '^ 
soit  moindre  que  c3(oj). 

11.  L'exemple  qu'il  est  naturel  de  prendre  en  premier  lieu  est 
celui  qui  se  rapporte  à  la  fonction  exponentielle.  Soit  donc 
/■(.r)  =  e-^.  Le  nombre  a  est  alors  Tunité.  Si  l'on  pose 

z  ^  p  (cosoj  -T-  i  sinio  ), 
on  a 

mo(](«z)'«/''«'('m5)  =  ('pei+f'=°'")"'. 

Par  conséquent,  la  courbe  qui  limite  les  positions  du  point  [j  a 
pour  équation 

(17)  pei+f""''^  I. 

Elle  se  compose  :  i°de  deux  branches  infinies  se  croisant  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  p  =  i,  (0=-;  a"  d'une  boucle 
convexe,  partant  de  ce  dernier  point,  où  son  rayon  vecteur  est 
maximum,  entourant  l'origine  et  avant,  pour  rayon  minimum, 
p  =  u,  répondant  à  co  =  o.  C'est  à  l'intérieur  de  cette  boucle  con- 
vexe que  doit  se  trouver  le  point  ^.  Cette  condition  s'exprime  par 
les  deux  inégalités  simultanées 

modp<i,     mod  3e'-^?  <  I. 

12.  Cet  exemple  acquiert  plus  d'intérêt  si  l'on  prend  f{x)  =  p^'', 
).  éjant  une  quantité  complexe  quelconque.  La  condition  consiste 
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alors  en  ce  que  le  point  aflixe  de  A,3  soit  à  lintérieur  de  la  boucle 
convexe  de  la  coui'be  (17).  Sous  la  forme  analytique,  la  condition 
est  exprimée  par  les  inégalités  simultanées 

(18)  niodX3<i,     niodX3ei+'?<i. 

Voici  maintenant  ce  qui  fail  l'intérêt  de  cet  exemple.  En  pre- 
mier lieu,  la  série  correspondant  à  ce  cas 

(iq)  e*'=  i^Xxé^^^...- ^^ * (le'-^Y... 

^  •"  \.i...n 

est  précisément  celle  qui  sert  de  point  de  départ  à  Abel  pour 
trouver  la  série  générale  dout  il  s'agit  dans  ce  Mémoire.  Abel  em- 
prunte cette  série  particulière  à  Legendre,  mais  sans  rechercher  les 
conditions  sous  lesquelles  la  formule  (19)  est  exacte. 

En  second  Heu,  la  formule  (19)  est  un  exemple  classique  de  la 
série  de  Biirmann.  Si  l'on  envisage  <?*^  comme  une  fonction  de  \e^^ 
par  l'intermédiaire  de  la  variable  \,  [3  etx  étant  considérés  comme 
des  constantes,  elle  donne,  en  effet,  le  développement  de  e^'^'  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  A^'"^  Si  l'on  se  place  à  ce  point 
de  vue,  on  pourra  chercher  directement  les  conditions  d'exacti- 
tude de  la  ibrmule  (19).  A  cet  elfet,  posant 

(20)  \'^e^^=l, 

• 

on  devra  examiner  quel  est  le  rayon  maximum  du  cercle  concen- 
trique à  l'origine,  à  l'intérieur  duquel  on  peut  faire  décrire  à  'C^  un 
contour  fermé  quelconque,  de  telle  sorte  qu'une  racine  ).  de  l'équa- 
tion (20)  se  reproduise,  après  que  ce  contour  aura  été  {)arcouru. 
On  devra  aussi  chercher  quelle  est  cette  racine. 

La  première  question  se  résout  immétliatcmcnt  j)ar  le  moyen  du 
développement  (19),  dont  la  convergence  exige  la  seconde  des 
conditions  (18),  cest-à-dire 


11  resl«'  à  exanimer  la  sccdiidr  (|ucsli()n  (pii,  en  d'aulrcs  lermes, 
pcul  se  poser  ainsi  :  Z.  <iv<tnl  son  niudiilc  mlcitcifr  à  — .    la  série 
X  .r(.r     ■  «3)"    ' 

I     !_   —  ^  _;  -   ' — '''»  _:- 

3  ^  i.'/...//3"     ^       ■■• 
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converge  et  représente  e'"^,  a  étant  une  racinedc  Véquation  iio). 
On  demande  quelle  est  cette  racine. 

La  solution  directe  de  cette  question  par  l'étude  de  l'équation 
(20)  n'offre  pas  de  difficulté  sérieuse;  elle  devient  inutile,  grâce  à 
la  théorie  que  j'ai  développée  ici,  et  qui  fournit  la  réponse  sui- 
vante :  la  racine  demandée  est  la  seule  qui  assigne  à  a|j  un  mo- 
dule moindre  que  V unité.  C'est  ce  que  nous  apprend  la  première 
condition  (18)  ('), 

13.  Par  l'exemple  qui  vient  d'être  examiné,  on  voit  que  la  série 
d'Abel  peut  converger  sans  représenter  la  fonction  qui  sert  à  la 
construire.  C'est  ce  qui  arrive  quand  on  choisit  ),,j  de  manière  que  la 
seconde  des  conditions  (18)  soit  satisfaite,  mais  non  la  première. 
On  peut  obtenir  encore  la  même  circonstance  en  ajoutant,  aune 
fonction  qui  se  représente  par  la  série,  une  fonction  qui  donne 
zéro  pour  chaque  terme  de  la  série.  C'est  ce  qui  a  lieu  si  l'on  prend 

.     (lk-^\\-.r 
f(x)=sin  -^ 


A'  étant  un  nombre  entier.  On  a  effectivement 

/'«)rm3)=[^ ^^ J     sinj^ -^__J=o. 

Ainsi,  généralement,  la  fonction 

formée  de  termes  analogues,  en  nombre  limité,  ne  peut  être  re- 


(')  Lcxcellent  Compendiurn  der  hôtieren  Analysis  de  M.  Schlomilch  conlicnl 
au  sujet  de  cette  série  particulière,  une  inexactitude.  Je  crois  la  rectification  dau- 
lant  plus  utile  que  cet  ouvrage  est  plus  répandu  et  apprécié. 

Dans  le  t.  H,  p.  io5  (3°  édition),  pour  l'existence  du  développement 

ar  _  "  ^    -:    .    ^  (  '^  "^  ^  )   -î    -  J:  _i_ 

~         '     I    "  '  1.2 

le  savant  auteur  énonce  que  la  condition,  pour  z  réel,  est  cl-  <  1.  Celte  formule 
est  un  cas  de  (19),  obtenu  en  mettant  a,  z  au  lieu  de  a:,  X,  et  faisant  ^  =  —  i.  Les 
conditions  sont  donc  mod:;<i,  mod;:e'-"<i,  et,  pour  z  réel.  — h<:;<i,  11 
étant  la  transcendante  numérique  indiquée  au  n"  'J. 

X.  ^» 
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présentée  par  la  série  d'Abel,  relative  à  la  constante  |3,  car  la  série 
a  tous  ses  termes  nuls. 

Laissant  de  côté  ces  observations,  j'arrive  maintenant  à  l'appli- 
cation qui  me  paraît  otï'rir  le  plus  d'intérêt,  celle  de  la  série  d'Abel 
à  une  fonction  rationnelle.  Je  vais  mettre  en  évidence  le  résultat 
que  voici  :  appliquée  à  une  fonction  rationnelle ,  la  série  d'Abel 
converge  toujours  et  ne  représente  jamais  la  fonction,  sauf  au 
cas  oii  il  s'agit  d'un  polynôme  entier.  Elle  ne  peut  représenter  la 
fonction,  puisque  cette  dernière  n'est  pas  synectique  dans  tout  le 
plan. 

14.  Appliquant  d'abord  la  série  d'Abel  à  la  fonction 

cp(r)=  — !— , 

'  Z  — X 

j'obtiens  le  développement  suivant  : 

I  T  x{t  —  2  3)  x{x  —  «3)"-' 


¥(x,z,  3)  = 


3)^       iz  —  'i'if (  -  —  «3)"-^' 


qui    converge,   (jnels    que   soient  .r,   z.  ^i,   saut    pour  |j  =  o.    En 
effet,   le  terme   de  rang;(//H-i)  a  pour  expression   asN  mptotiquc 

'yj-,  e  ^     — ^j  terme  général  d'une  série  absolument  convergente. 

On  peut  réduire  la  fonction  F  à  ne  contenir  (juc  deux  variables, 
et  prendre  pour  type  V{x,  z-,  —  i),  que  j'appellerai  (i(.r,  z)  : 

I  X  a7(a" -+-«)«-• 

(.,)  G(x,z)=~-^^j-^^-r-...^j^-j^y^    --..., 

et  l'on  aura 

La  nouvelle  transcendante  G{x,  z)  est  délinie  par  l'équation  (ai) 
comme  une  fonction  unilorme  de  .r  et  de  z,  dans  toute  l'étendue 
du  plan.  Elle  est  s\nectique  piir  rapport  à  ./•,  et  (raclionnaiie  par 
rapport  à  z;  elle  a  les  mêmes  pôles  (pie  la  lorielion  1"(  :;j. 

1.').  Hieii  (pit-  la  fonction  (î(j:',  c)  ne  coïncide  en  iiiieiine  façon 
avec y    elle   a  cependinl    (leii\    |»ro|iriéirs    qui   ia|»|ielleMl    son 


^3  — 


origine.  On  obtient  la  première  de  ces  propriétés  en  difTérenliant. 
par  rapport  à  .r  et  par  rapport  à  z,  les  deux  membres  de  {'n } 

àG(ûr,  z)  I  yjT-^i)  n(  T -7- i)(t  —  n)"   - 


àG(T,z)  I  9..T  nx(x^-7i  —  \)"^- 

dz         ~~  T^        (z-^\}*~"'  (-  — »  — i)"^i 

d'où  l'on  conclut 

f)G(x.z^  f)G(x  -^\,  z  ^  \\ 

^'-'')  -^^r-= Tz 

propriété  qui  correspond  à  celle-ci 


{.Tb-^-U-L 


dx 

Je  parlerai   plus  loin  de    la   seconde   propriété;   mais  je  veux 

m  arrêter  un  instant  a  la  première,  en  observant  que — —  n  est 

autre  que    la  série  que  Ton  obtiendrait,   en  appliquant  la  série 

d'Abel,  pour  'i  r=  —  i .  à  la  ionclion  —  ( )•  De  même,  en  dil- 

férentianl  G  plusieurs  fois  par  rapport  à  z,  on  a  le  même  résultat 

quo  si  Ton  différentiait  — et  qu'on  appliquât   ensuite   la  série 

d'Abel.  Par  conséquent,  si  l'on  forme  la  série  d'Abel  avec  une 
fraction  rationnelle  quelconque  [E(.r)  représente  la  partie  en- 
tière] 


o(a:)  = 

E(j-) 

^ 

A 

-r- 

•A 

""T~ 

A» 

-*» 

A' 

X 

(  - 

\ 

X  )- 

1 

(- 

—  Xi' 

V, 

-' 

— 

X 

(•=' 

— 

T  )- 

(-■ 

—  X)-' 

on  obtient  une  série  conKcrgente,  qui  représente  la  fonction  sui- 
vante : 

E{x)^AF{T,z.'î)    -At^F{x,z,?)    -^   i!l  F(.r.  5,  .3 )-. .  . 
^  ^'  àz  1.2    oz- 

-4-A'F(;r.  c'.  3)-A',-^  F(r.^',  3)-+-  Al  ^  F(.r.  s'.  3  )-. . . 

'  ^  à:'  '  \  .7.    OZ^ 


(  )n    nt'ul   donner   une    autre   l'orme    à   coltc  l'onction,   en    rem- 
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plaçant  les  dérivées  par  rapport  à  c  par  les  dérivées  par  rapport 
à  .r.  en  vertu  de  (23),  et  écrire 

E(.r)-^\F{x,  z,  !3)    —  A,  ~  ¥(x  —  3.  -  -  .3.  .3  ) 

\,       f)i 

--  —  — -  F(^  — 2  3.  c  — 2  3,  3i  — ... 
1 . 2  i^Kr-  ' 

-^A'FO.  ;',  3)  — A', -^  F(a^— 3.  s'— ?.  ?) 
-:^  4^F^r-23.y-2.3,  !3)-... 

I  . 2    OX-  '  '       ' 


On  peut  aussi  intégrer  la  fonction  G  par  rapport  à  Tune  ou 
l'autre  des  variables  j\  z,  et  les  deux  opérations  donnent  lieu  à 
une  propriété  analogue  à  (22).  Le  développement  qu'on  obtient 
en  intégrant  par  rapport  à  :;  la  fonction  Fur.  ^.  ^)  est  celui 
qui  résulterait  de  la  série  d'Abel  appliquée  à  la  fonction  log(;;  —  Jc). 
Il  converge,  comme  on  voit,  dans  tous  les  cas,  sauf  pour  [i  =  o,  et 
ne  représente  pas  la  fonction.  Cet  exemple  est  particulièrement 
intéressant  en  ce  que  le  Mémoire  d'Abel  contient  effectivement  la 
série  correspondante  comme  représentant  le  logarithme,  ce  qui  est 
une  erreur  manifeste. 

A  ce  propos,  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  le  Mémoire 
d'Abel,  dont  il  s'agit  ici,  n'a  pas  été  publié  par  lui-même:  l)ien 
qu'il  offre  un  très  haut  intérêt,  on  doit  assurément  le  classer,  sui- 
vant l'expression  emplovée  par  les  savants  auteurs  de  la  a*-'  édition, 
au  nombre  des  «  travaux  de  jeunesse,  datant  d'une  époque  où  la 
»  critique  d'Abel  n'était  pas  encore  complètement  développée. 
»  Quand  Abel,  ajoutent  MM.  Svlow  et  Lie,  parle  plus  tard  des 
»  faux  résultats  auxquels  conduit  un  raisonnement  peu  rigoureux, 
»  il  pense,  entre  autres,  aux  erreurs  aiixcpielles  il  avait  été  j)orté 
»  lui-même  dans  ses  anciens  travaux,  depuis  longtenq>s  rejetés 
»  par  lui  (').  »  Il  serait  bien  injuste,  comme  on  voit,  d'accuser 
Abel  d'une  erreur  qu'il  avait  peut-être  reconnue,  et  qu'en  tous  les 
cas  il  n'avait  pas  livrée  au  |)ublic. 

1().    La  scconile  prcipiiél»'-  de  la  fonction  ('i(,/",  :■)  (pic  je  désire 

(')  H-IinTPn  romjilrlrs  i/'.l/ief.    >"  iMiliim.   i'n-fiirr.  p.  m. 
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signaler  se  rapporte  au  dévelop[)ement  de  celle  l'onclion  suivanl 
les  puissances  de  :;,  à  exposanls  posilil's  et  négatifs. 

Si  Ton  suppose  que  le  module  de  :;  soit  compris  entre  n  el 
/,  _j_i^  les  (/i  +  i)  premiers  termes  de  (ai)  sont  développables 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  z,  tandis  que  tous  les 
suivants  sont  développables  suivant  les  puissances  croissantes 
de  z.  On  a  ainsi  deux  parties,  l'une  *(^  ),  provenant  des  termes  à 
partir  du  (n  -\-  2)'^'°'',  et  procédant  suivant  les  puissances  à  expo- 
sanls positifs,  l'autre  procédant  suivant  les  puissances  à  exposants 
négatifs.  La  propriété  dont  je  parle  consiste  en  ce  que  cette 
seconde  partie  coïncide,  jusqu'aux  termes  de  degré  [n  -{-  \  )  inclu- 
sivement, avec  le  développement  de  _  ^  ■■<  en  sorte  qu'o/<  a 

fl>(^)  étant  un  développement  suivant  les  puissances  entières, 
ascendantes  et  positives  de  z,  ^V(z)  un  développement  suivanl 

les  puissances  entières,  ascendantes  et  positives  de  -;  et  cette 
formule  est  valable  quand  le  module  de  z  est  compris  entre  n  et 
{n-\-i). 

A  cette  propriété  s'en  rattache  une  autre  que  l'on  pourrait  cher- 
cher à  établir  directement,  pour  donner  une  base  différente  à  la 
démonstration  des  propositions  II  et  III;  mais  c'est  là  une 
recherche  que  je  ne  veux  pas  entreprendre  pour  le  momenl. 

Soit/(;:)  une  fonction  svnectique  dans  loul  le  plan,  et  consi- 
dérons l'intégrale  -^ff{z)Y{x,z,  'p)dz,  prise  le  long  d'un  con- 
tour infiniment  grand.  D'après  (21),  celle  intégrale  n'est  autre  que 

Par  conséquent  : 

Sif{x)  est  développable  suivanl  la  série  d\  \hel  relitive  à  la 
fonslft/ile  ["i,  l'inléarale  ^  fJ\z-)V  {x^  z/;j)dz.  />ri.e  le  long 
d'un  co/ilour  inJininieiU  grand,  est  égale  à  f{x). 


\ 
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20.  Je  vais  donner,  en  terminant,  une  autre  propriété  de  la 
fonction  G(^,  ^),  qui  la  rappx'oche,  à  un  autre  point  de  vue,  de  la 
fonction  r(^). 

Je  reprends  le  développement,  établi  au  n"  12,  pour  la  fonc- 
tion e^^,  par  la  série  d'Abel,  et.  supposant  [i  =  —  i,  j'observe  que 
les  conditions  (i8)  sont  satisfaites  quand  A  est  réel  et  compris 
entre  zéro  et  l'unité.  Je  peux  donc  employer  ce  développement 
dans  l'intégrale  suivante,  et  écrire 


.L  .L  1.1...H      ,L 


(a 


Considérons  maintenant  l'équation 

(24)  [ie-i"=Xe-"'', 

OÙ  A  sera  censé  donné,  et  ij.  sera  l'inconnue.  Si  l'on  fait  varier  A  par 
des  valeurs  réelles  depuis  i  jusqu'à  H-  oc  ,  l'équation  a  une  autre 
racirie  réelle  ]x,  qui  varie  depuis  i  jusqu'à  zéro.  Mettons  cette 
racine  [x,  fonction  réelle  de  A,  dans  l'intégrale  ci-après,  et  observons 
que  e'^'  est  encore  développable  comme  tout  à  l'heure  e^"*";  nous 
aurons  ainsi 

Ç " e^-'^-' di  =  f ^ c'-"" di...+  ^(^-^»>"''  r ^  u g_«^ ^_u ^x 

Ce  que,  d'après  (24),  nous  pourrons  écrire  encore  sous  cette 
autre  forme 

(25)  f    e^^-''-'-  dl  =    f  '  e-''  dl...-+-  ^(^-^^^'"   '    f  "  j  „  ^,_X(=+»)  ^i 


Ajoutant  membre   à   membre  les  équations  (aS)  et  (25),  j'ai 
maintenant 


J\  .  '0  .  '0 

I.2.../i  .1 

.r(.r  -r-  n  )"    ' 
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Meltant  enfin  pour  l'intégrale  (23)  sa  valeur  explicite,  j'ai 

(26)  'P(x,  z)  =    f     e-r(')-'-f/X  =  Lzif^  ^  G{x,  z). 

Telle  est  la  formule  que  je  voulais  obtenir.  La  fonction  G(:r,  z) 
est  exprimée  au  moyen  de  l'intégrale  définie  4>(j;,  3),  dans 
laquelle  ^Q^)  est  la  racine  réelle,  différente  de\,  que  possède 
r équation  (24)'  Cette  expression  est  valable  quand  la  partie 
réelle  de  z  est  positive. 

On  remarquera  que  la  fonction  ^[x,  z)  vérifie,  tout  aussi  bien 
que  (j[x,  z),  l'équation  aux  différences  mêlées  (22). 


Sur  un  théorème  de  Gauss;  par  M.  Perott. 

(Séance  du  7  avril  1882.) 

L'illustre  Gauss  a  démontré,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Sum- 
matio  quarumdani  serierum  singularium,  que,  dans  le  cas  où  m 
et  u.  sont  des  nombres  entiers  et  m  >  u.,  l'expression 

h  —  .r"0(i  — a:'«-i). .  .(i  — a;'«-i'+') 


{i  —  x){\~x^)...{\  —  xv-) 


est  une  fonction  entière  de  x.  Nous  nous  proposons  de  donner  une 
nouvelle  démonstration  de  ce  tliéorème. 

On  sait  que,  d  étant  un  diviseur  de  n,  et  /«■  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  de  x'^  —  i  qui  correspondent  aux  racines  primitives 
de  u;''  —  1  =  0,  on  a  toujours  l'identité 

"0 

où  le  produit  s'étend  à  tous  les  diviseurs  (!<•  n. 
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On  aura  par  conséquent 

(i  — .r)(i  — j;2)...(i  — ^i") 

Ci  —  a;'«)(i  — r'"-').  ..(i  —  x) 


{i  —  x)i\  —  X-)...{1  —  X^}{1 X)(l  —  x'^)...{i  —  X'"   ''"■) 

(Il  (2)  (/») 


(I)  12)  t^L)  (1)  I2i  l/H-HI 


n/"n/"-n/"n/''n/"-n/ 

(I)  i2)  lii)  (1) 

L'expression 


(?) 


E(^.  )— E'"'       '"' 


cl  V       f/ 


ne  peut  jamais  devenir  négative  et  par  conséquent  la  proposition 
énoncée  se  trouve  démontrée. 


Sur  C évaluation  de  certaines  intégrales  pseudo-elliptiques  ; 
par  M.  S.  GiJNTHEii. 

(Séance  du  3  mars  188:2.) 

Personne  n'ignore  que  certains  problèmes  d'intégralioti  indé- 
finie paraissent  absolument  insolubles,  tandis  qu'après  examen  ri- 
goureux l'intégration  peut  pourtant  être  ellectuée.  Nous  citerons, 
par  exemple,  certaines  intégrales  transcendantes  connues,  pour 
l'évaluation  desquelles  on  n'avait,  d'après  Hermite  ('),  d'autre 
j)rocédé  que  la  diflercntiation  directe,  jusqu'à  ce  (y\v  Slern  (-)  et 
A.  Winckler(')  aient  lait  voir  (ju'on  [)ouvait  les  traiter  par  des 


(')  IIkrmui:,  Cours   (l'Analyse  de  l'Kco/e  l'ulytecli/iit/tw,   l.  I,    p.   .((io.   Paris, 

(')  Stkiin,  rebcr  deii  W'erlli  rinit^cr  IiUc'j;i(th'  (Journal  de  Crelle,  t.  7S,  p.   î'io). 
(')  A.  WiMhLi.H,  Unhestintnile  Inlci^rtUion  elner  Gat/unq  transvu/ide/i/rr  /■'un<- 
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méthodes  simples.  Les  exei^iples  n'en  manquent  pas  non  plus  dans 
la  théorie  des  intégrales  elliptiques;  on  sait  que  toute  intégrale 
de  la  forme 

I  f[x,  Hier)]  dx, 

où  f  désigne  n'importe  quelle  l'onction  algébrique,  et  R(x)  la 
racine  carrée  d'une  expression  cubique  ou  biquadratique,  passe 
pour  irréductible  en  termes  finis,  c'est-à-dire  pour  s'exprimer 
seulement  par  les  trois  formes  canoniques  de  Legendre.  Cepen- 
dant, suivant  la  nature  particulière  de  la  fonction  y",  l'intégration 
en  forme  finie  peut  quelquefois  s'effectuer;  et  en  effet  Legendre 
a  soumis,  dans  son  célèbre  Ouvrage  ('  ),  cette  possibilité  à  une  dis- 
cussion approfondie.  Clausen  (-)  a  traité  plus  tard  une  des  inté- 
grales examinées  par  Legendre.  Enfin,  de  nos  jours,  un  essai  de 
Malet  ('')  a  dirigé  de  nouveau  l'attention  sur  ces  intégrales  pseudo- 
elliptiques,  pour  les  appeler  par  ce  nom.  Il  étudiait  le  cas  spécial, 
oùR(j:)^o  représente  une  équation  réciproque  du  quatrième 
degré,  et  il  fit  voir  que  l'intégrale  indéfinie 


/; 


(^*^) 


dx 


\/ax'*  zp  bx'^  -i-  cx^  rp  bx 


peut  être  évaluée  immédiatement. 

Parmi  les  intégrales   pseudo-elliptiques   connues   aujourd'hui 
une  des  plus  intéressantes  est  la  suivante  ; 


h 


X  dx 


(:r3-H8)v/^-*  — I 
Legendre  et  Clausen  s'en  sont  occupés;  et  ce  dernier  analvstc, 


tionen  {Sitzungsberichte  d.  math.-phys.  Classe  der  Œsterr.  Acad.,  t.  lAX. 
Vienne,  1874). 

(')  Legendre,  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  eulériennes, 
t.  I,  p.  i36.  Paris,  1827. 

(*)  Claisen,  Ueber  ein  Intégral  in  Legendre  s  Traité  des  fonctions  elliptiques 
{Astronom.  Nachrichten,  n»  442;  Arcliiv  der  Mat  hem.  und  Physik.  111"  Tartio, 
p.  335). 

(')  Malet,  7'h'o  theorenis  in  intégration  [Annali  di  Mateniatica  jnira  cd 
npplicata,  t.  \  1,  (2).  p.  jjj]. 
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si  répulé  pour  son  habileté  à  transformer  les  expressions  alg^é- 
briques,  a  fait  usage  d'un  procédé  dont  on  ne  peut  s'empêcher 
d'admirer  l'extrême  élégance,  quoiqu'on  ne  saisisse  pas  bien  pour- 
quoi il  a  choisi  justement  cette  voie.  C'est  ce  point  que  nous 
avons  entrepris  d'éclaircir,  et  nous  croyons  avoir  atteint  notre  but. 
Envisageant  la  méthode  de  Clausen,  nous  sommes  parvenus  à  la 
conception  d'un  critérium  au  moven  duquel  on  peut  décider  en 
certains  cas  si  une  intégrale  elliptique  proposée  possède  elfective- 
ment  ce  caractère,  ou  bien  si  elle  n'en  a  que  les  apparences. 
Opérant  sur  la  fraction 


et  posant 


l'identification  donne  les  valeurs 

X  =  -1      ai  = ,       3,  =  I ,     -'i  =  ' .     x>  =  o,      a.>  =  -  .      -'2  = 

et  l'on  obtient  par  là 

G  T  3        .r 2  IX-  —  2  .r  —  ■?.        i    .7"  —  i 


a;*  -f-  8        •->.   .r^  -f-  8        -î   x'^  —  2  j"  -t-  4        1   X  -\-  'x 

En  désignant  par  B,,  B^,  B3  ces  trois  fractions,  abstraction  faite 
de  leurs  coefficients  constants,  nous  aurons 

„ r         6  a"  dx 


J  (a73-f-8)v/r3  — I 


ronst. 


Il  existe  un  théorème  général  (|iii  sapplicjue  à  ces  tiois  iulé- 
grales  et  que  l'on  pourrait  nommer  le  théorème  des  cocfjîcienls 
iiulrjinis.  F>n  voici  l'énoncé  : 

Lorsque,  l'on  cherrhe  si  f  iiiti'i^niilr 


^  roix) 


(x)  dx 

\/ax^  -+-  bx^  -h  ex  -h  d 
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dans  laquelle  o{x)  et  '\{x)  vej)résenlenL  deux  fonctions  algé- 
briques entières,  respectivement  d'ordre  P  et  N,  est  une  inté- 
grale elliptique  ou  si  elle  peut  s'effectuer  sous  forme  finie,  on 


posera 


J=  - 


<J ax'^  -\-  bx^  -\-  ex  -\-  d 
et  C on  formera  C expression 


dv 


my 
En  posant  ensuite 


^^(x)  dx 


iny-  '\-  n        j,^^.^  ^«^s  _j_  ^,^^2  ^  ex -^  d 

"Q  désignant  un  facteur  arbitraire  constant,  on  obtiendra  par 
V  identification  des  coefficients  de  x^\  x\  x-,  ...  un  système 
d\^quations.  La  simultanéité  de  ces  équations  est  une  condi- 
tion suffisante  pour  que  Vintégrale  S  appartienne  aux  inté- 
grales pseudo-elliptiques. 

On  obtient,  en  effet,  en  posant 


\/'' 


p^  py  =  -. 

dz 


ou  enfin 


s  =  5 —  arc  tang^ 
^np 


!;  \/mn  L  V    "   \/ax'^  -f-  bx^-  -^  cx-h  dj 


où  il  faudrait  encore  ajouter  la  constante  arbitraire. 

On  voit  immédiatement  qu'une  des  nouvelles  inconnues  a,  |j,  .  .  , , 
u, /',  m,  n  reste  toujours  arbitraire  et  que  notre  problème  se  ré- 
duit à  exprimer  par  elle  toutes  les  autres. 

Appliquons  maintenant  notre  règle  générale  à  chacune  des  trois 
intégrales  de  Clausen.  Considérant  d'abord  la  plus  simple, 


H  '  d.r 


.  /    -i  wx-^  —  I 
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nous  écrirons  d'après  notre  méthode 

y  ^    '  S         «t'/  =    *-^ T— — ' y 

\/x'^  —  I  2  (.r^  —  I  )  <^x'^  —  I 

et 

(Ir  ix'*  ■ —  '^x^  —  3 ^[x-  —  \  'xx  —  2  p 

///)■-  -T-  Il        •iYni7.'-x'*~r(iniy.'^j-~ Il }x-^ -^ ( m'p--^ •iiiiy.''^)x'--\- •im'^^''^x ~- {iir^- — n)\ 

__   ^  -^  —  ' 

2  ./■  -:-  l 

D'où  l'on  tire  ces  si\  équations  : 

I.  «  =  ni'x-, 

II.  — [3     -i- -2  OL  ^ -2  m  y.'i  ^  Il  —  iiioL-, 

III.  —  3  Y  —  2  ^  =  /?t  ^-  -;-  2  m  ay  —  2  m  2  j  —  /< , 

IV.  —  4  ^  —  6 Y  =  '^ m  3";  —  '«  |ïl-  —  2 /?i «Y' 

V.  • —  2  3  —  8  a  =  m  Y"  —  /«  —  2  ««  3y, 

VI.  —  4  ?  =  —  »«Y'  "^  "■ 

En  éliminant  n  =  my-  —  ^p  des  équations  II  et  III,  nous  ol)tc- 
nons  ce  nouveau  système  : 

I.  /na  =  I , 

II«.  3a-T-^     =  fti-r^, 

III«.  —  4  3  —  5  Y  =  m  32  —  /;,  Y-, 

IV".  —  ,'  a  —  î  Y  =  •-*  »'  ;^7  —  ni  3-!. 

En  éliminant  ensuite  m  ^=  -  nous  obtenons  trois  éciuations   lio- 
mogènes  pour  a,  ^i,  v 

II*.  3ai-ha3     =  Y"- 

III*.  _  j-a^i—  laY  =  .32  — Y^ 

IV*.  —  4  «-  —  I  ^Y  =  '^^  '^ï  —  ?'• 

Enfin  l'élimination  de  rincounuc  x  nous  donne  les  deux  étpia- 
tions 

1  Vc  4  ii""  -^  ■-'-:  [1^  V  -i-  '-I  ?ï-  -1-  32  Y''  =  o. 
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Il  faut  donc  résoudre  réqualion  cubique 

(jui  nous  donne  la  valeur  réelle  ^  =  —  2,3  =  —  ay-  Or,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  l'équation  II*,  nous  aurons  a  =  v  et,  à 
cause  de  l'équation  I,  //?  =  -•  Enfin  nous  tirons  de  l'équation  ^  I 
la  valeur  n  =  --Y"  +  4  ■  27  =  97.  Jusqu'à  pi'ésent,  nous  n'avons 

pas  eu  égard  à  l'équation  Y,  mais  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  ob- 
tenues pour  a,  3,  m,  n,  on  voit  qu'elle  est  identiquement  satisfaite. 
On  reconnaît  aussi  sans  difficulté  que  y  disparaît   des  calculs. 
\ous  obtiendrons  de  cette  manière 

x-  —  9..r  —  I  dv        _      dr 

-    ~       ^x-^  —  I  "l>'^  —  "        J"'  —  9 

et 

I     rx  —  I         djT  /"    dr  I      /*       ffy  i  y 

-  I ■  =  /  -T^ =  -    /  '- T,  =  ô  a'"''  tans'-, 

2,/   .r  ^ -^  y/j:3  _  I       ./J-  — 9        9    /j_/.ir        ^  3 

ou 

c         ï         .  (x  —  iY 

Si  =  -  arc  tang  — ,  -r-  const. 

3  3  v/^3  —  I 

Par  là  se  trouve  aussi  résolue  une  question  [)roposée  dernière- 
ment par  Realis  (')  ;  la  deuxième  intégrale 


/ 


dx 


^  —  ■^  v^-^-*  —  I 


dont  il  propose  la  recherche  se  ramène  sans  difficulté  à  la  précé- 
dente, et  probablement  aussi  la  troisième,  qui  se  présente  sous  la 
forme  plus  compliquée 


/ 


X'  —  -r  -^  4  djc 


-  X  —  }.  yjx'i  _j_  A a-'^  —  3;r  —  -i. 
peut  être  soumise  à  une  méthode  analogue  d'évaluation. 

(')  Hf.m-is,  (hicstinn  propost'O  n"  lO'i  {  ^falhesis.  I.  11.  j).   |K). 
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Arrivons  maintenant  à  l'intégrale 

v/j-5  — 


^-i 


Les  deux  fonctions  '-^{jc)  et  '}(-c)  possèdent  aussi  dans  ce  cas  le 
même  degré;  le  nombre  (ÎN  —  P)  est  nul  et  nous  avons  comme 
équation  fondamentale  la  suivante  : 

'xx'*  —  '^x^  —  3y-^^  —  4  ^^  —  '■  ? 
•2  [  m  a-  X*  -1-  {-2  ni  'x'^  -\-  n)x'^  -\-  { m  ^-  -i-  2  m  %'[)x'-  -^  i  m  [3-;  x  -^^  ni  '(-  —  n}\ 

I     —  X'^  ^  1X-T-  1 

1     x-  —  -2  J"  -i-  4 

La  multiplication  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  au 
sixième  degré,  on  obtient  sept  équations  pour  le  calcul  des  gran- 
deurs a,  [3,  v,  m,  Il  ;  ce  sont  les  suivantes  : 

I.  a  =  —  /Ha-, 

II.  — l'x    — 3       = — 2/»a^j  —  ii-inix'^, 

III.  —  3  Y  -^  2  [j    -4-  4  ^    =  —  «t  ^^  —  '2  «j  a-,'  -f-  4  /»  ît?  —  '^-  ''  -^-  '>■  m  ri.- , 

IV.  — 4a  — 6-'    —4?    =  —  a/nSv -^  5t7?j  ^"- -1-  i^îa-' -^  î  «»3£^i -^  •2//. 
\'.  —  2  3  -^  8  a    —  12  Y  =  —  /??  7-  -f-  «  --  4  '''  ?Y  -~  '-^-  '"  ^^"  '^  4  '"  ^V' 
A'I.  —  i6a  —  4  ?    =  '-*-  »'  Y"  ~~  ^"  ~  i  '"  ?V' 

VII.  —  83    =  im^C-—  in. 

On  réduit  avec  avantage  toutes  ces  inconnues  à  la  grandeur  // 
et  l'on  trouve  d'une  manière  semblable  à  celle  (jue  nous  avons 
exposée  plus  liant 

3 
a  =  o,     3  =  /?,     Y  =  —  "'     m  =: •>      n  =  n, 

'  n 

et  alors  par  la  différentiation  directe  //  =  !!^  r=  i .  Ainsi  on  obtient 
_     X  —  I  fly        _  cly 

(t.  pour  z  =  ±  y/3,  r/, 

I     Px"^  —  9,r  —  2       r/j'        _    /*       /^/r  _       I        /•    (Iz 


I 

-—  —  nie  t;m< 

v/-3 


—  m  — 


So  =  —  -—  aif  'air 

v/3 


y/}  /"  -r-  const. 

A-î  -  I  J 


On  sait  que  toute  fonction  trigonométrique  inverse  de  cette 
forme  peut  être  transformée  en  un  logarithme  réel,  ce  qui  donne 
pour  S  2  la  valeur 

S,  =  — -  lo- •■^-^-  -i-  ron«t. 

•2/3     "  i-r/5 

et  après  la  substitution  de  x 


I  s/x'^  -H  d"  -f-  I  -4-  /'i  (  J"  —  I  ) 

•2  y/S  V ./•-  -+-a:--!-£  —  v3(J'"  —  •) 

La  troisième  intégrale  de  Clausen  appartient  évidemment  à  une 
autre  catégorie,  parce  que  la  fonction  '^{x)  y  surpasse  la  fonc- 
tion cp(^)  à  l'égard  de  son  degré.  Il  faut  dans  notre  théorème  po- 
ser N  —  P  =  I .  Si  Ton  pose 

J=  - 


v/:r3  — 


f/i-=  ï- '— , -d,r, 

u(a--i  — i) /./■•' —  I 

et  si  l'on  forme  alors  l'expression 

i/n-  —  /i 
on  obtient  l'équation 

3  aa-â  -f-  ^a-i  —  Y^T'i  —  (6a  -l-  3  o).r^  —  4  ^^  —  ^-V 


3  a;- 

~  2  a?^  -H  8 

L'identification  donne  alors  les  neuf  équations 

I.  3  a  =  3  A»a2, 

II.  P:=6/»a;3, 

III.  —  Y  =  3/»^- -4- 6/»aY, 

IV.  —  Ga  ->-  ■>.  î  a  —  3  0  =  f)/»  ao  -^  (w??  'i-;  -■    3  //, 
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V.  —  ^  ^   -!-  8  [3  =  3  m  -2  -h  6  m  '^?. , 

VI.  —  2Y    —S';  =  6m-;o, 

VII.  —  |8  a  —  24^  =  3  »?  0-  —  3  fi , 

VIII.  —  32^i7  =  o, 

IX.  —  i6y    ==o.     ■ 

La  résolution  de  ce  système  s'exécute  avec  beaucoup  moins  de 
difficulté  que  celle  des  deux  systèmes  antérieurs.  La  valeury  =  o 
découle  immédiatement  de  l'équation  IX,  et  Téquation  III  donne 
alors  j3  ^  o.  En  ajoutant  les  deux  équations  IV  et  VII  on  obtieut 

—  3oa  —  270  =  6/nao  -^  3  m  0-, 

—  loa —    y 0  =  2;;iao -r- //?o-, 


ou,  à  cause  de  l'équation  }(  m=  -  )> 


0- 
—  I  o  a  —  ()  0  =  2  0  -i » 

Cette    équation  possède  les   deux  racines  réelles  -  =  — 10   et 

■s 

-  =  —  I,  mais  on  gagne  facilement  la  persuasion  que  la  première 

ne  satisfait  pas  au  système  entier  et  qu'il  faut  pour  cela  choisir  la 
seconde.  En  substituant  0  =  —  y.  dans  l'une  des  équations  IV  ou 
VII  on  calcule  n  =  9a,  et  la  série  de  nos  valeurs  est  alors  la  sui- 
vante : 

Quant  à  la  grandeur  a,  la  dillérenliation  nous  apprend  (pTil  finit 
prendre  a  =  î^  =  l .  Ov,  on  est  j);ir\  cnn  ;in   rt-suilat 

3  r      ^^  fij'  r  (ly       I  )' 

2j(^.3  +  8)/^,i_,       Jj^-f-î,        3  -3 

OU 

,.         I  x^  —  I  I  Jx^  —  r 

bs  =   -  arc  lanp  — ; H-  consr.  =      arc  l;in;; h  roiisl. 

3  3  v/.r''  —  I  '  ' 
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Si  l'on  résume  tous  les  résultats  précédents,  on  peut  écrire 


J  {-r^'  -^  S 


.r  dx  I 


6 


)/j 


I  \/cC^   I  I  <X I  )2 

-  arc  tang 1-  -  arc  tanjï 


•i  3  ^3/ 


i  \/x'  —  I 

I  ,  l/j"2  __  ^  _|_  I  _^   ^3  (  j7  I  , 

H —  log  — -  -+-  consl. 

a  Y 3  \/x^  -1-3^-1-1  —  ^fïix  —  i) 


ou,  par  l'application  de  la  lorniule  connue 


arc  tan";«  -;-  arc  taniri^  =  arc  tang  — 


/. 


T  dx  I  '5x(x  —  i) 

=  --  arc  tanr 


{x^  -+-  8)  y/^-i  —  I         '•'^  '    ii  —  ^)  A'^  —  I 

I        ,        \/x'-  ^  x^  i  -^y'i  (  X  —  I  ) 

H log  ,  -^  fon!=t. 

1-2  v/3  \fx-  -^  X—  i  —  \/'i{  X  —  Il 

C'est  la  formule  donnée  par  Clausen.  Nous  espérons  que  le  lec- 
teur sera  d'accord  avec  nous  dans  l'opinion  que  le  chemin  dont  la 
poursuite  nous  a  conduit  à  ce  résultat  a  été  réellement  celui  du 
mathématicien  allemand.  Notre  théorème  n'éclaircit  pas  seulement 
un  calcul  qui  semble  mystérieux  au  premier  abord,  mais  il  peut 
aussi,  dans  beaucoup  de  cas,  servir  de  critérium  pour  reconnaître 
si  une  intégrale  elliptique  donnée  peut  s'effectuer  en  termes  finis. 


EXTRAITS   DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  4  NOVEMBRE  18S1. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    LAGUERRE. 

M.  Saltel  adresse  une  Note  intitulée  Méthode  pour  lever,  dans 
divers  systèmes  d'équations,  V indétermination  résultant  de 
l'égalité  entre  certaines  inconnues. 

Communication  : 

M.  Laguerre  :  Sur  quelques  propriétés  des  coniques. 
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SÉANCE  DU  18  NOVEMBRE  1881. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE   POLIGNAC. 

Élections  :  MM.  Bnncompagni  (le  prince  Balthasar),  Floquet, 
Imber,  Price  (Bartholoméo),  présentés  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Fouret  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Su?'  la  difféventiation  sous  le  signe  f. 
M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  de  Clehsch  dont  les  coordonnées 
s'expriment  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre. 
M.  Stephanos  :  Sur  les  courbes  de  la  quatrième  classe. 
M.  de  Polignac  :  Sur  une  propriété  des  coniques. 


SÉANCE  DU  2  DÉCEMBRE  1881. 

PRÉSIDE>'CE   DE   M.    LAGLERRE. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  li- 
néaires qui  ont  une  équation  dérivée  régulière. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  séparation  des  racines. 

M.  de  Polignac  :  Sur  une  propriété  des  systèmes  en  involu- 
lion. 

M.  Weill  :  Sur  un  théorème  d' Arithmétique. 


SÉANCE  DU  l(i  DÉClïMBRE   1881 

PRÉSIDENTE    DE    M.    I.AfilERRE. 

Cammuniratioii  : 

M.   I  (alplicii  :  Sur  une  série  d.ihri. 
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SÉANCE  DU  G  JANVIER  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LAGUERRE. 

Le  Bureau  cl  le  Conseil  sont  renouvelés,  comme  l'indique  l'élal 
qui  esl  au  commencement  du  Volume. 

M.  Lindemann  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  ;  Sur  les 
courbes  d'un  sysième  linéaire  trois  fois  infini  qui  louchent 
une  courbe  alin^ébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Théorème  sur  les  factorielles. 

M.  André  :  Obsen-ations  sur  le  théorème  de  M.  Weill,  et 
consécjuences  relatives  aux  nombres  premiers. 

M.  Laisant  :  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de  gravité. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  détermination  du  huitième  point  com- 
mun aux  surfaces  du  second  degré  passant  par  sept  points 
donnés. 


SÉANCE  DU  20  JANVIER  1882. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    UALPHEX. 

Elections  :  MM.  Asselin  et  Laveissière,  présentés  dans  la  der- 
nière séance  par  MM.  Humbert  et  de  Polignac,  sont  élus  membres 
de  la  Société. 

M.  Perrin,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lec- 
ture de  son  Rapport  sur  la  gestion  du  Trésorier  en  i88i.  Sur  sa 
proposition,  la  Société  vole  des  remerciements  à  M.  Claude  Lafon- 
taine  et  une  gratification  à  ses  agents. 

Communications  : 

M.  André  :  Théorèmes  sur  les  factorielles. 
M.  Halphen  :  Sur  les  aspects  des  paysages. 
M.  Weill  :  Sur  les  lunules  exactement  carr<d>l<'s  jxir  la  règle 
et  le  compas. 
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SÉANCE  DU  3  FÉVRIER  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

Élections  :  MM.  Brault,  Escary,  Gunther,  Zeiithcn,  présentés 
dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Picquet,  sont  élus 
membres  de  la  Société. 

M.  Malmstén,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Hcr- 
mite  et  Laguerre,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  as- 
pects. 

M.  Weill  :  Sur  un  triangle  en  nombres  entiers  dans  lequel 
le  rapport  des  deux  angles  est  un  nombre  entier. 


SÉANCE  DU  17  FÉVRIER  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

Elections  :  MM.  Goursat  et  Schlegel,  présentés  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  Halphen  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la  So- 
ciété. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  analla gmatiques  admettant  un 
lieu  géométrique  de  pôles  principaux  d'inversion. 

M.  Laguerre  :  Sur  deux  systèmes  de  neuf  points,  se  corres- 
pondant un  à  un,  et  donnant  lieu  chacun  à  douze  triangles 
semblables. 

M.  Pcrrin  :  Sur  le  probli-me  des  aspects  et  des  régions. 

M.  AVcill  :  Sur  une j>roj)riété  de  la  courbe  a^  Jj  =  Y*. 

M.  l'uuret  :  Sur  une  propriété  de  la  courbe  a,3-  =  Y'. 
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SÉANCE  DU  3  MAUS  188:2. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    HALPHEN. 

M.  Appell  adresse  un  ^lémoire  manuscrit  intitulé  :  Sur  des  cas 
de  réduction  des  fonctions  B  de  plusieurs  variables  à  des  fonc- 
tions 0  d'un  moindre  nombre  de  variables. 

M.  Gunther  envoie  une  Note  manuscrite  Sur  V évaluation  de 
certaines  intégrales  pseudo-elliptiques. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  les  formules  complémentaires  des  lois  de  ré- 
ciptrocité. 

M.  Perrin  :  Sur  le  problème  des  aspects  et  des  régions. 


SÉANCE  DU   17  MARS   1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 

Élection  :  M.  Gascheau,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
IMM.  Halphen  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Steplianos  :  Sur  une  application  de  la  théorie  des  carre- 
lages. 

M.  Halphen  :  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  àcoef- 
ficien ts  rationnels. 

jNI.  Halphen  :  Sur  le  problème  des  aspects,  et  ses  i-aj)ports  avec 
le  Calcul  intégral. 

M.  Weill  :  Sur  les  courbes  admettant  des  polygones  à  la  fois 
inscrits  et  circonscrits. 


SÉANCE   DU  7   AVIUL    1882. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    lULl'HICN. 


Elections  :  MM.  Kostcnec,  Panek  et  Pokorny,  présentés  dans 
a  dernière  séance  par  MM.  Weyr  (Edouard)  et  Picquil,  M.  Drey- 
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fus  (Ferdinand),  présenté  par  MM.  Laisant  et  de  Reinach,  M.  Lévy 
(Lucien),  présenté  par  MM.  Halphen  et  Picquet,  M.  Paturet, 
présenté  par  MM.  Lucas  et  Laisant,  et  INL  Tarry,  présente  par 
MM.  Brocard  et  Laquière,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

M.  le  Président  donne  lecture  d'une  Lettre  de  M.  Brioschi  par 
laquelle  il  déclare  que  ce  n'est  que  par  suite  d'une  erreur  qu'il  a 
pu  être  considéré  comme  démissionnaire. 

M.  Perott  adresse  une  Note  manuscrite  Si/f  un  théorème  de 
Gauss. 

M.  Tarry  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  quelques  propriétés 
des  coniques. 

L'Institut  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  demande 
l'échange  de  ses  publications  avec  le  Bulletin  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Perrin  :  Sur  le  p)roblème  des  aspects. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  rotation  des  corps  solides  autour  dUin 
point. 

M.  \\  cill  :  Sur  le  centre  des  moyennes  distances. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  (•). 

OUVRAGES  ET  MÉMOIRES  REÇUS  DEPUIS  LE  4  NOVEMBRE  188J. 

Ovidio  (d')  :  Sur  quelques  in^'arianls  de  deux  for/nes  bi- 
naires. 

Kroneeker  :  Sur  le  potentiel.  Sur  la  théorie  de  l'éli/ni/Kttion. 
Sur  les  fonctions  symétriques. 

Euclide  :  Ancien  e\cnq)lairc,  offert  par  M.  L.  Hugo. 

Clielini  (Dominique)  :  Mémoires  mathéiiiatitiucs,  publiés  par 
les  soins  de  M.M.  (wcrnona  et  Beltiaiiii. 

Laisant  :  ,S'///-  les  séries  récurrentes.  (ICxlrait  (bi  lîuUclin  des 
Sciences  malhénialii/Nes  et  aslrntioiniijues.) 


(')  Ce  niillctin  ne  comprend  p;is  1rs  pcrioflicpios  fpir  In  Sori('-t(''  rrroit  on  ('rhanf;p 
rk-  sfs  piihliralions  ( vnir  papf   l'ii. 
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Laisant  :  Sur  le  Calcul  des  opéraLions  chimiques.  (Extrait  du 
BulleLin  des  Sciences  niaUiéinatiques  cl  aslronomiques.) 

Liguine  :  Sut'  les  courbes  aiiallaginuliques.  (Extrait  du  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques .) 

Euclide  :  Edition  de  Guido  Grandi,  ayant  appartenu  à  Chasles, 
offert  par  M.  L.  Hugo. 

Abel  :  Œuvres  complètes,  publiées  par  MM.  L.  Sylow  et  S. 
Lie;  Grondahl  et  Son,  Christiania,  1881. 

Le  Paige  :  Sur  les  formes  trilinéaires.  Sur  les  involutions 
d'ordre  supérieur. 

Picquet  :  Traité  de  Géométrie  analytique  (i""^  Partie).  Masson, 
Paris;  1882. 

Sibiriakoff  :  Preuve  élémentaire  de  la pj-oposition  fondamen- 
tale de  la  théorie  des  parallèles. 

Aoust  (l'abbé)  :  Considérations  sur  les  études  géométriques 
et  ciné  ma  tiques  de  M.  Habich. 

Catalan  :  Sur  quelques  décompositions  en  carrés.  Rome  ; 
1882. 

Leoncio  de  la  Barcena  :  Tratado  cli  Taquimetria.  Madrid; 
1882. 

Schubert  :  Losung  des  auf  die  trilineare  Verwandtschaft 
ausgedehnten  Projectivitâtsproblems.  Hambourg;  1882. 

Schubert  :  Elemen tarer  Beweis  des  Feuerbacli' schen  Satzes. 
Hambourg;  1882. 

Lacon  :  nspt  twv  àp/wv  t^ç  reojaîTpi'at;.  Athènes;  1881. 


MÉ^MOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 

Sur  le  problème  des  aspects;  par  M.  Peruik. 
(Séances  du  17  fL-vrier  et  du  3  mars  18^2.) 

i.  Lo  problème  des  divers  aspects  snus  lesquels  on  peut  voir  un 
système  de  n  points  distribués  sur  un  plan,  lorsqu'on  circule  sur 
ce  plan  à  volonté,  a  fait  l'objet,  dans  les  séances  précédentes  de  la 
Société   mathématique,   de  deux   intéressantes   CoMinuiiiications  : 
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l'une  de  M,  Halphen,  qui  a  formulé  l'énoncé  précis  du  problème, 
l'a  traité  dans  les  cas  les  plus  simples,  et  a  montré  comment  il  se 
rattache  à  l'étude  des  discontinuités  de  certaines  intégrales  défi- 
nies; l'autre  de  M.  Laisant,  quia  donné  l'expression,  en  fonction 
de  /?,  d'une  limite  supérieure  du  nond^re  R  des  régions  d'aspect 
constant,  c'est-à-dire  déterminées  par  la  condition  que  l'observa- 
teur circulant  à  volonté  dans  l'une  de  ces  régions  ne  cesse  pas  de 
voir  le  système  des  n  points  sous  le  même  aspect  (dans  le  même 
ordre  circulaire),  mais  que  l'aspect  change  dès  qu'il  passe  dans 
l'une  des  régions  contiguës. 

A  l'aide  de  l'expression  donnée  par  lui,  ^I.  Laisant  a  fait  res- 
sortir avec  quelle  rapidité  déci^oît,  quand  on  fait  croître  n  au  delà 
de  5,  le  rapport  du  nombre  des  aspects  possibles  au  nombre  [n  —  i)! 
des  aspects  imaginables.  Mais  le  nombre  lui-même  R  des  régions 
d'aspect  constant  paraissait  difficile  à  déterminer,  car  il  ne  dépend 
pas  seulement  du  nombre  n  des  points  du  système,  mais  aussi  de  la 
manière  dont  ces  points  sont  distribués  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisautla  figure  pour 
n^i\\  il  était  donc  indispensable  d'introdiire  quelque  nouvel 
élément  qui  permît  de  tenir  compte  de  cette  distribution  relative 
des  points.  Je  vais  exposer  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu 
dans  cet  ordre  d'idées,  en  généralisant  im  peu  le  problème,  ré- 
sultats qui  pourront  sans  doute  être  utilisés  aussi  dans  d'autres 
questions. 

2.  Soient  donnés  à  volouté  dans  le  [)lan  //  points,  que  j'appel- 
lerai les  sommets  du  système  (').  Si  on  les  joint  par  des  droites  de 
toutes  les  manières  possibles,  on  obtiondi'a  m  droites 

[           //  (  //  — 
m  =  


dont  cliacune  se  trou\ria  diMséc  p;ir  les  dru\  sommets  qu'elle 
joint  en  trois  segments,  savoir  un  intérieur  (  compris  entre  les 
deux  sommets)  et  deux  extérieurs.  Si  les  /;/  droites  étaient  tracées 

d  une  manière  quelconcpie,  elles  se  couperaient  en points; 


(')  Je   fiiis  ul>-li°iii'liiiri  di-s  cns  |»arlii'iilici-<    où   |ilii<i('iirs  soiiiincts  mi   si'ries  ilc 
soiiniieîs  seraient  disiiosés  en  lif;nr  druilc. 
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c!iaquc,somniol  remplace  évidemment  de  ces  points 

(rinterseclion  :  il  en  reste  donc 

(t)  1  =  -[m(  m  —  ï)  —  n(n  —  i)(  n  —  %)]. 

J'appellerai   nœuds  ces  A  point   d'intersection  des  ni  droites, 

autres  que  les  segments.  Si  l'on  remplace  m  par  sa  valeur , 

il  \  ient 

(2)  \=-n(n — i)(  n — 2)(rt  —  3). 

Les  nœuds  peuvent  se  classer  en  trois  espèces,  suivant  qu'ils  ré- 
sultent du  croisement  de  deux  segments  extérieurs,  de  deux  seg- 
ments intérieurs,  ou  d'un  segment  extérieur  avec  un  intérieur;  je 
les  distinguerai  donc  en  nœuds  extérieurs,  intérieii/'s  et  mixtes,  et 
si  0,  0',  o"  sont  respectivement  les  nombres  de  nœuds  appartenant 
à  ces  trois  espèces,  on  aura 

(  3  )  0  -I-  o'  -^  5"  =  A. 

D'autre  part,  le  nombre  Oq  des  régions  déterminées  par  les  ni 
droites  est,  comme  l'a  établi  M.  Laisant, 

(4)  po  =  -[m{rn-{-i)  -h  1  —  n(n — 2)('n — 3)]. 

3.  Il  resterait  maintenant,  pour  obtenir  l'ensemble  des  régions 
d'aspect  constant  et  en  calculer  le  nombre,  à  effacer  tous  les  seg- 
ments intérieurs  et  à  rechercher  quelle  réduction  amène  cette 
opération  dans  le  nombre  de  régions  p,)  donné  par  la  formule  (4)- 
Si,  au  lieu  d'effacer  tous  les  segments  intérieurs,  on  effaçait  tous 
les  segments  extérieurs,  on  obtiendrait  une  configuration  en  quel- 
que sorte  complémentaire  de  la  précédente,  et  qui,  ainsi  que  l'a 
montré  M.  Halphen,  se  présente  concurremment  avec  elle  dans 
l'étude  des  discontinuités  des  intégrales  définies  auxquelles  il  a  été 
fait  allusion  ci-dessus,  selon  la  manière  dont  on  choisit  le  point  de 
départ  des  intégrations.  Si,  enfin,  on  effaçait  un  certain  nombre 
de  segments  tant  intérieurs  qu'extérieurs,  choisis  suivant  une  loi 
quelconque,  on  obtiendrait  encore  une  configuration  toute  diffé- 
rente. Je  vais  supposer  <pron  opère  ainsi  sui\anl  une  loi  arbitraire. 
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et  chercher  comment  varie  le  nombre  des  régions  lorsque  l'on  vient 
à  effacer  un  segment  quelconque,  à  un  instant  quelconque  de 
l'opération. 

A  cet  instant,  on  peut  se  représenter  les  n  sommets,  avec  les 
segments  non  encore  effacés  qui  les  relient  plus  ou  moins  complè- 
tement entre  eux,  comme  formant  une  configuration  analogue  à 
celles  que  présentent  les  cartes  célestes  :  quelques  sommets  peu- 
vent apparaître  complètement  isolés;  d'autres,  réunis  entre  eux 
par  des  segments  intérieurs,  mais  privés  de  tous  les  segments 
extérieurs  qui  les  réunissaient  primitivement  à  la  droite  de  l'in- 
fini (ou  plutôt  au  cercle  de  rayon  infiniment  grand  que  l'on 
peut  se  représenter  comme  limitant  le  plan),  formeront  une  ou 
plusieurs  constellations  isolées  dans  le  plan  (');  les  autres,  enfin, 
seront  restés  rattachés  par  des  segments  extérieurs,  soit  directe- 
ment soit  par  l'intermédiaire  de  sommets  ou  de  nœuds  voisins,  au 
cercle  de  l'infini;  tous  ces  derniers,  reliés  ainsi  entre  eux  par  l'in- 
termédiaire du  cercle  de  l'infini,  devront  été  considérés  comme  ne 
formant  qu'un   seul  groupe,  résidu  de  la  configuration  primitive. 

Ceci  posé,  soit  à  effacer  un  segment  de  plus,  tel  que  AA'  [fig-  i). 


Deux  cas  peuvent  se  pi-ésonter  :  ou  la  sii|q)r('ssimi  de  ce  segment 


(')  Ilien  nr  s'opposn  ;i  rr  qiir  rcs  conslfllalioiis  soient  inliiicurcs  les  unes  aux 
autres. 
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ne  changera  rien  au  nombre  des  conslellaLlons  isolées,  ou  il  l'aug- 
mentera d'une  ou  plusieurs  unités.  Dans  le  premier  cas  (le  plus 
fréquent  et  même  le  seul  qui  puisse  se  présenter  au  début  de  l'opé- 
ration), il  est  visible  que  le  segment  servait  de  séparation  entre 
autant  de  couples  de  régions  distinctes  aa',  [3|j',  yy',  ^^'^  qu'il  con- 
tenait de  nœuds  B,  C,  D  n'ayant  pas  encore  disparu  par  l'efface- 
ment antérieur  d'autres  segments,  plus  un;  pour  chacun  de  ces 
couples,  les  deux  régions  séparées  par  le  segment  se  confondent 
lorsqu'on  vient  à  l'effacer  :  la  réduction  produite  dans  le  nombre 
des  régions  est  donc  précisément  égale  au  nombre  des  nœuds  qui 
disparaissent,  plus  un.  Dans  le  second  cas,  considérons  l'un  des 
groupes  de  sonmiets  qui  devient  isolé  quand  on  efftice  le  segment 
AA';  ce  groupe  peut  comprendre  l'un  des  deux  sommets  extrêmes, 
A  par  exemple,  avec  quelques-uns  des  segments  qui  croisent  KA! ., 
ou  comprendre  seulement  quelques-uns  de  cts  segments.  Suppo- 
sons qu'il  comprenne  le  sommet  A  et  le  segment  qui  passe  par  le 
nœud  B  :  dès  lors  les  deux  régions  ^  et  ^'  se  rejoignaient  déjà  en 
faisant  le  tour  de  ce  groupe,  et  la  réduction  produite  dans  le  nombre 
des  régions  par  la  suppression  de  AA'  sera  moindre  d'une  unité 
que  si  [j^'  avaient  été  deux  régions  distinctes.  Supposons,  au  con- 
traire, que  le  groupe  considéré  ne  comprenne  ni  l'un  ni  l'autre 
des  sommets  AA',  et  que  les  nœuds  B,  D  soient  les  deux  nœuds 
extrêmes  dépendant  de  ce  groupe  sur  le  segment  AA'.  Dès  lors 
il  est  clair  que  les  régions  a  et  o  se  rejoignaient  déjà  en  contour- 
nant le  groupe  et  ne  formaient  qu'une  seule  région,  et  de  même 
pour  a'  et  o';  la  suppression  de  AA'  réunira  donc  seulement  deux 
régions  ao  et  a'o'  en  une  seule,  au  lieu  de  réunir  quatre  régions  a, 
a',  0,  o'  en  deux  aa',  oo'.  La  réduction  dans  le  nombre  des  régions 
sera  donc  encore  moindre  d'une  unité  que  s'il  ne  s'était  pas  for- 
mé un  nouveau  groupe  isolé.  Réciproquement,  on  verrait  sans 
peine  que  cette  réduction,  moindre  dans  le  nombre  des  régions, 
ne  peut  se  présenter  que  s'il  se  forme  de  nouveaux  groupes  isolés, 
la  différence  étant  précisément  égale  au  nombre  de  ces  groupes. 

Donc,  en  définitive,  si  à  un  instant  quelconque  on  se  trouve  avoir 
effacé  s  segments,  ce  qui  a  fait  disparaître  d'  nœuds,  et  isolé  g 
sommets  ou  groupes  de  sommets,  le  nombre  des  régions  est  de- 
venu 

p  =  po  —  5'  —  d'  -  g. 
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Introduisons  clans  cette  expression,  au  lieu  des  nombres  5'  el  d' 
de  segments  et  de  nœuds  disparus,  les  nombres  s  et  cl  de  segments 
et  de  nœuds  qui  subsistent,  au  moyen  des  relations 

5  =  3  «i  —  s',     d  =  \  —  d'; 

remplaçons,  enfin,  po>  ^  et  m  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  n  ; 
il  viendra  finalement 

(5)  p  =  i-\-s-i-d+ff— n. 

Il  est  remarquable  que  cette  formule  soit  beaucoup  plus  géné- 
rale que  celles  dont  nous  l'avons  déduite  :  elle  s'applique,  en  effet, 
à  toutes  les  configurations  que  l'on  peut  obtenir  enjoignant  arbi- 
trairement par  s  lignes,  droites  ou  courbes,  /i  points  pris  à  volonté 
sur  un  plan,  sur  une  sphère  ou  plus  généralement  sur  toute  sur- 
face simplement  connexe.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remar- 
quer : 

1°  Que  toute  surface  simplement  connexe  pouvant  être  ramenée 
à  une  aire  plane  à  un  seul  contour,  par  voie  de  déformation  con- 
tinue sans  déchirure  (après  avoir  au  besoin  pratiqué  une  ouverture 
infiniment  petite),  la  configuration  qui  y  a  été  tracée  sera  ainsi 
ramenée  à  une  configuration  plane,  sans  variation  dans  le  nombre 
des  sommets,  des  nœuds,  des  segments,  ni  des  gi^oupes  isolés; 

1°  Que  dans  une  configuration  plane,  formée  de  segments 
courbes,  il  suffit  de  considérer  comme  nouveaux  sommets  un 
nombre  suffisant  de  points  convenablement  choisis  sur  ces  seg- 
ments, pour  pouvoir  rectifier  les  segments  plus  petits  ainsi  ob- 
tenus, sans  introduire  de  nouveaux  noeuds;  or  tout  sonwnet  qu'on 
introduit  ainsi  sur  un  segment  augmente  d'une  uiiilé  à  la  lois  s 
et  /i,  et  laisse,  par  suite,  invariable  s  —  /?,  en  sorte  (jue  la  for- 
mule (5)  ne  cesse  pas  d'clrc  applicable. 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  gé-néraliscr  encore  la  forniide  (j)  et 
d'établir  le  tliéorèinc  siii\aiil  : 

Si  />  est  lOnlrt'  de  CDiincrioii ,  dc/ini  (•(uiiiiic  mi  li'  Jail.  d' <>/•- 
diiiairc  dans  Ik  lliroric  des  su/'/i/ccs  de  Ittfinnnii ,  cl  ijuc  l^n 
appclii'  indice  de  conncîxioii  la  ijiKintilr  2  —  /• ,  .s'// s\ti;i/  d'iiiii' 
aire  ou  d'une  suvfucc  (ivaiil  nu  ununsun  contour,  ou  Ui  (juun- 
tilé  3  —  /.    s'il  s\/i;i/  il' une  suijdce  Jerun'i-  :   In   souiiue  1/   <lrs 
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indices  de  connexion  des  régions  délerniinées  sa/'  une  sut  face 
ou  sur  une  aire  d'indice  I  en  joignant  entre  eux  ou  à  des 
points  quelconques  des  contours,  au  moyen  de  s  segments  tracés 
d'une  manière  quelconque,  n  points  pris  arbitrairement,  sera, 
en  appelant  d  le  nombre  des  points  de  croisement  de  ces  seg- 
ments, 

(G)  I.i=l-i-s  +  d—?i. 

De  cette  formule  on  pourrait  déduire  plusieurs  conséquences 
intéressantes;  je  me  bornerai  à  indiquer  la  relation  suivante,  entre 
le  nombre  F  des  faces  d'un  polyèdre  (supposées  toutes  des  aires 
simplement  connexes),  le  nombre  S  de  ses  sommets  et  le  nombre  A 
de  ses  arêtes  : 

(7)  F-f-S  =  A+I; 

I  est  l'indice  de  connexion  de  l'ensemble  de  la  surface  du  po- 
lyèdre, c'est-à-dire  deux  pour  les  polyèdres  ordinaires  (sphéroï- 
daux),  zéro  pour  les  polyèdres  assimilables  au  tore  ou  anneaux  po- 
lyédriques, etc.  Si  quelques-imes  des  faces  ne  sont  pas  simplement 
connexes,  on  devra  prendre  pour  F  la  somme  des  indices  de  con- 
nexion des  faces. 

En  faisant  I  =  2,  et  exprimant  que  toutes  les  faces  ont  le  même 
nombre/»  de  côtés,  et  qu'à  tous  les  sommets  aboutissent  le  même 
nombre  q  d'arêtes,  on  obtient  la  relation 

ou 

(8)  /-  '"' 


'i-{p-^q)  —  pq 


qui  caractérise  les  polyèdres  réguliers  et  permet  d'en  déterminer  le 
nombre  et  la  nature. 

5.  Je  reviens  au  problème  des  aspects.  Pour  obtenir  la  configu- 
ration qui  détermine  les  régions  d'aspect  constant,  il  faut  cflTacer 
tous  les  segments  intérieurs,  ce  qui  fait  disparaître  les  nœuds  in- 
térieurs et  mixtes,  et  ne  donne  naissance  à  aucun  groupe  isolé. 
Faisant    donc  dans   la    formule  (5)  .y  =  .i /;?  =  /?( «  —  i),    d  =zZ. 
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o-  =  o,  nous  obtenons  pour  le  nombre  K  des  régions  d'aspect  con- 
stant, 

(9)  R  =  (/i  —  I)2-^  0. 

Les  nœuds  extérieurs,  dont  le  nombre  0  figure  dans  l'expres- 
sion (9),  peuvent  être  définis  très  simplement,  au  point  de  vue  du 
problème  des  aspects,  comme  étant  les  points  du  plan,  en  nombre 
limité,  pour  lesquels  le  nombre  apparent  des  sommets  du  système 
est  de  n  —  2,  tandis  que,  pour  un  point  pris  au  hasard,  le  nombre 
apparent  est  de  /^,  et  qu'il  se  réduit  à  n  — ^  1  pour  une  infinité 
simple  de  points,  savoir  tous  les  points  des  segments  extérieurs. 

Cherchons  maintenant  le  nombi-e  R'  des  régions  dans  le  problème 
complémentaire,  celui  où  l'on  ne  laisse  subsister  que  les  segments 
intérieurs  et  par  suite  aussi  que  les  nœuds  intérieurs.  Il  faudra  faire 

dans  la  formule  (3)5= ?  ^/  ^  S'  et  ^  ^  i,  puisque  l'en- 
semble des  sommets  forme  alors  un  groupe  unique  isolé  du  cercle 
de  l'infini.  Il  vient,  par  suite 

,       ,  r,,  «'  — Srt-hî 

(10)  R  =  -i-  6  . 


G.  La  question  qui  se  présente  immédiatement  est  celle-ci  : 
Comment  et  entre  quelles  limiles  varient  0  et  0',  lorsqu'on  fait 
varier  de  toutes  les  manières  possibles  la  disposition  relative  des 
n  sommets? 

Pour  y  répondre,  remarquons  tout  d'abord  que,  le  nombre  total 
des  nœuds  0 -h  o' +  0"  étant  invariable  pour  une  valeur  donnée; 
de  n,  le  seul  effet  d'un  changement  dans  la  disposition  relative  des 
sommets  est  de  modifier  Vcspèce  des  nœuds;  et,  si  ce  ehangcmen! 
s'opère  par  déplacement  rclalxC continu  des  sommets,  chaque  mo- 
dification ne  pourra  èlie  (|ue  le  eliangement  d'un  iiœuti,  soit  exté- 
rieur, soit  intérieui-,  en  un  udud  mixte,  ou  inversement  ;  et  pour 
qu'un  tel  changement  se  produise,  il  est  évidemment  nécessaire 
et  suffisant  que  dans  son  mouvement  relatif  un  des  sommets 
vienne  à  traverser  quelque  pari  la  dmiie  (pii  en  joint  deux  autres. 

fïonsidérons  donc  un  son)tiiet  mobile  (^  au  moment  où  il  est  sur 
le  |)oiut  de  traverser  la  droite  joignant  les  deux  sommets  fixes  A,  A' 
(  //i,'.  2),  et  >^upp()S(>Ils  (pi'il  la  h  averse  eiilic    \  cl    A'. 
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S»jit  S  un  dos  somnicls  siliics  du  iiiciiic  colé  de  AA'  que  le 
sommet  C  dans  sa  position  actuelle,  S'  un  des  sommets  situés  du 
côté  opposé.  A  l'inspection  de  la  figure,  sur  laquelle  les  segments 
extérieurs  ont  été  tracés  en  plein  et  les  segments  intérieurs  en 
pointillé,  il  est  visible  que  les  trois  droites  mobiles  CA,  CA',  CS, 
donnent  par  leur  croisement  avec  les  trois  droites  fixes  AA',  AS, 
A'S  trois  nœuds  mixtes  N,  N' et  N";  tandis  que,  pour  le  sommet 
S',  le  système  mobile  correspondant  CA,  CA',  CS'  donne  par  croi- 
sement avec  le  système  fixe  AA',  AS'.  A'S'  deux  nœuds  extérieurs 


Fis.  2. 


MM',  et  un  nœud  intérieur  P.  Lorsque  le  sommet  mobile  aura 
franchi  AA'  et  sera  venu  en  C,  par  exemple,  il  est  clair  que  S  et 
S' n'auront  fait  que  changer  de  rôle.  Si  donc  il  y  avait  jo  sommets 
tels  que  S,  c'est-à-dire  situés  du  côté  de  AA'  où  se  trouvait  d'abord 
le  sommet  mobile,  et p' =  n  —  p  —  3  sommets  S'  du  côté  opposé, 
le  nombre  des  nœuds  intérieurs  aura  augmenté  de  p  — />',  celui 
des  nœuds  extérieurs  de  ^{p  —  />'),  et  celui  des  nœuds  mixtes  de 
—  3(/> —  /)'),  par  le  fait  du  passage  de  C  d'un  côté  à  l'autre  du 
segment  intérieur  AA'.  Si  le  passage  s'était  fait  par  un  des  seg- 
ments extérieurs  de  la  môme  droite,  on  verrait  sans  peine  que  les 
variations  seraient  les  mêmes  en  valeur  absolue,  mais  changées  de 
signe. 


7.   A  l'aide  de  ce  c[ui  précède,   on  pourra  trouver  par  quehpies 
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constructions  faciles  les  valeurs  de  o,  o',  o"  qui  correspondent  à 
une  disposition  donnée  quelconqtie  des  n  sommets,  pourvu  que 
l'on  connaisse  les  valeurs  Oy,  o^,  o|,  de  ces  quantités  pour  une  seule 
disposition  particulière  bien  déterminée,  car  il  suffira  de  déplacer 
successivement  un  certain  nombre  de  sommets  convenablement 
choisis,  de  manière  à  transformer  la  ligure  donnée  en  celle  pour 
laquelle  on  connaît  les  valeurs  des  o;  et  de  compter,  chaque  fois 
que  dans  ce  déplacement  un  sommet  vient  à  traverser  la  droite  qui 
en  joint  deux  autres,  combien  il  reste  de  sommets  de  chaque  côté 
de  cette  droite;  de  faire  la  somme  des  quantités/»  — p'  ainsi  trou- 
vées, en  les  affectant  d'un  signe  convenable,  et  les  valeurs  cher- 
chées seront  évidemment 

/    0    =  80  —  2  S  (/)  —  />'), 

(II)  j   o'  =  o'o—     2(/9  — /), 

Or,  parmi  toutes  les  dispositions  que  l'on  peut  imaginer  pour 
les  11  sommets,  il  y  en  a  une  qui  se  prête  immédiatement  à  la  dé- 
termination directe  des  0  :  c'est  celle  dans  laquelle  les  11  sommets 
forment  les  sommets  d'un  polygone  convexe.  Il  est  évident  que 
dans  ce  cas  0"=  o  (et  réciproquement,  si  0"=  o,  les  n  sommets  for- 
ment nécessairement  un  polygone  convexe).  Pour  déterminer  o 
(nombre  des  nœuds  extérieurs),  supposons  que  les  sommets  soient 
numérotés  1,2,  ...,/?  à  partir  de  l'un  d'eux  en  faisant  le  tour  du 
polygone  ;    la  droite  joignant  les  sommet  i   et  p  contiendra  un 

nœud  extérieur  au  croisement  de  chacune  des  — — ^droites 

qui  joignent  deux  à  deux  les/?  —  2  sommets  2,3,...,/)  —  i ,  et  de 

,                 ,       (n — />)(«  —  p  —  i)    1      •  ...  ,  ,     , 

chacune  des -^ droites  (pu  joignent  deux  a  deux 

les  n  —  p  sommets  numérotés  /?  +  i ,  /?  -H  2,  ...,«;  cl  elle  n'en 
contiendra  pas  d'autre.  Le  nombre  des  nœuds  extérieurs  situés  sur 
la  droite  (i,  p)  sera  donc 

'  1'/'  —  9.)(/^  —  3 )  4-  ( «  —  />)( rt  —P"i)], 

et  pour  toutes  lc>  dr(jilcs,  <'n  uoud)rc  (//  —  1  ),  (pii  j)assent  par 
le   sommet  1,  on  aura   un    uornhrc  lolal   de   nuiids  cnI»  rieurs,   ex- 
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prime  par 

p   =    H 

Chacun  des  n  sommets  en  fournit  autant;  mais,  comme  chaque 
droite  passe  par  deux  sommets,  et  que  chaque  nœud  appartient  à 
deux  droites,  il  faudra  diviser  le  résultat  par  /\,  et  l'on  aura,  en 
définitive, 

/.  =  2 

d'où,  par  un  calcul  facile, 


Ou  =  —  n( n  —  I )(  n  ~  ■?.)(  n  —  3  ). 


et,  j)ar  suite. 


00  =  3  A. 


11  en  résulte  immédiatement 


(I?..)       ■  '""=J-^- 


Dès  lors,  posant  Kp  —  />')  =  s,  les  relations  (i  i)  deviennent 


(  1 3  )  ;  --/  _  A 

~  3 


Portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (9)  et  (10),  et  exprimant 
A  en  fonction  de  n,  il  vient  enfin 

( 1 4  )  K  =  —  ( «  —  i) ( 7?^  —  5 «2  +  1 8 n  —  1 2 )  —  2 E, 

12 

(i5)  R'=  J-(n'*  —  ()n3-+-93n^-  —  i2n-h  48)  — s, 

d'où  l'on  tire  la  relation 

(iG)  K  —  9.R' =r /<  —  3. 

\.  8 
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8.  Ces  divers  résultats  peuvent  se  résumer  dans  Ténoncé  sui- 
vant : 

«  Soient  n  points  ou  sommets  pris  à  volonté  sur  un  plan;  si  on 
»  les  joint  deux  à  deux  par  des  droites,  dont  chacune  est  ainsi  di- 
»   visée  en  trois  segments,  ces  droites  se  couperont  en 

n{n  —  i)(7i  —  i){n  —  3) 


»  autres  points  ou  nœuds.  Soit  s  un  certain  entier  positil',  carac- 
»  téristique  de  la  disposition  relative  des  n  sommets,  et  qui  ne 
»   s'annule  que  si  ces  n  sommets  forment  un  polygone  convexe. 

»  Soient  0,  S',  8"  les  nombres  respectifs  des  nœuds  extérieurs 
»  (provenant  du  croisement  de  deux  segments  .extérieurs),  inté- 
»  rieurs  (croisements  de  deux  segments  intérieurs),  et  mixtes 
»  (croisements  d'un  segment  extérieur  avec  un  intérieur)  :  le 
»  nombre  ô  des  nœuds  extérieurs  est  toujours  double  du  nombre  o' 
»  des  nœuds  intérieurs,  quelle  que  soit  la  disposition  relative  des 
»  sommets,  et  le  nombre  2"  des  nœuds  mixtes  est  toujours  un 
»  multiple  de  3(8"  =^  3  e). 

»  Soit  R  le  nombre  des  régions  entre  lesquelles  le  plan  se  trouve 
»  divisé  quand  on  efface  tous  les  segments  intérieurs,  ce  qui  ne 
))  laisse  subsister  que  les  8  nœuds  extérieurs;  soit  de  même  R'  le 
))  nombre  des  régions  quand  on  elFacc  tous  les  segments  extérieurs, 
»  ce  qui  ne  laisse  subsister  que  les  3'  nœuds  intérieurs;  R  et  R' 
»  dépendent  respectivement  de  n  et  8,  de  n  et  8'  par  les  relations 
))-lrès  simples  (9)  et  (10),  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions 
»  de  n  et  e,  données  par  les  formules  (i/j)  et  (i5),  et  qui  prennent 
»  leurs  valeurs  maxima  pour  e  =  o,  c'est-à-dire  quand  les  n  som- 
»  mets  forment  un  polygone  convexe;  mais  R —  •.>. R'  reste  con- 
»  stamment  égal  à  n  —  3,  quelle  cpie  soit  la  disposition  relative 
»  des  n  sommets. 

»  La   valeur  de    la  caractéristique  e   ou  —  j)cut   s'obtenir  sans 

))  avoir  besoin  de  tracer  toutes  les  droites  du  système,  vn  dépla- 
»  rant  arbitrairement  les  sommets  de  manière  à  les  ramener  à 
»  former  un  polygone  convexe,  et  en  ("omptant,  chaque  fois  (pie 
»  dans  ce  déplacement  un  soninuM  vient  à  traverser  la  dr(»il(^  (pii 
»    en   joindrait  dfiix  ;mtr('>^,  coiubu'ii   il  v  a  de  sommets,  non  coni- 
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»  pris  celui  qui  se  déplace,  du  nièiiu;  cùLé  que  lui  par  ra[)porL  à  la 
»  droite  qu'il  va  franchir  :  si  ce  nombre  est  p,  la  somme  des  quan- 
»  tités  ip  —  /i  +  3,  ainsi  calculées  pour  chaque  droite  Tranchie, 
»  et  affectées  du  signe  +  ou  du  signe  —  suivant  que  le  passage  a 
»  lieu  par  un  segment  intérieur  ou  par  un  segment  extérieur, 
»   donnera  précisément  t.    » 

En  supposant  s  =  o,  on  a  une  limite  supérieure  Ro  du  nombre  R 
des  régions  d'aspect  constant,  limite  qui  est  effectivement  atteinte 
dans  le  cas  d'un  polygone  convexe,  et  qui  est  sensiblement  moin- 
dre que  la  limite  supérieure  p  qu'avait  calculée  JNI.  Laisanl,  comme 
le  montre  le  tableau  ci-dessous  : 

n.  0(,;;=  -;:  A.  R„.  p. 

3 o  4  7 

4 2  II  l8 

5 lo  aG  4' 

6 3o  55  85 

7 70  106  162 

8 I  jo  i8()  287 

g 252  3 16  478 

10 420  5oi  750 

II 660  760  1 1 45 

12 990  riii  1672 

i3 i43o  1574  2367 

i4 2002  217 1  3263 

i5 2730  2926  4396 

On  trouve  d  ailleurs  aisément  que  Ko  =  — ■ 

9.  Il  resterait  à  rechercher  quelles  valeurs  peut  prendre  en 
réalité  e  pour  une  valeur  donnée  de  /?,  quel  est,  en  particulier,  le 
maximum  de  t  (qui  correspond  au  minimum  de  0,  0',  R,  R'),  et 
quelles  différences  au  point  de  vue  géométrique  présentent  entre 
elles  les  diverses  dispositions  de  n  sommets  qui  correspondent  aux 
diverses  valeurs  possibles  de  t. 

Je  présenterai  seulement  sur  ce  sujet  les  remarques  suivantes  : 

1°  Si  n  est  impair,  e  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  paires  : 
cela  résulte  immédiatement  de  ce  (pie  z  est  la  somme  d'un  cer- 
tain nombre  de  quantités  de  la  forme  2/>  —  /?  +  3. 

2"   Les  deux  plus  petites  valeurs  de  î,  a|)irs  zéro,  sont  /?  —  3. 


-  ur,  - 

i(n  —  4).(*)-  ^^^  ^^  ^^^^  immédiatement  en  partant  du  polygone 
convexe  à  n  sommets,  qui  donne  s  =  o  :  si  l'on  déplace  un  des  som- 
mets, dans  quelque  direction  que  ce  soil,  la  première  droite  du 
système  qu'il  ait  à  franchir  augmente  £  de  n  —  3,  et  la  seconde 
qu'il  rencontre  augmente  s  soil  de  n  — ^3,  soit  de  n  —  5  ;  la  même 
chose  a  lieu  si  l'on  déplace  un  second  sommet  au  lieu  de  continuer 
à  déplacer  le  premier. 

3"  11  est  facile  d'assigner,  en  fonction  de  /?,  une  limite  au-des- 
sous de  laquelle  ù'  ne  peut  descendre,  sans  qu'il  soit  toutefois  dé- 
montré que  cette  limite  puisse  être  effectivement  atteinte  par  une 
disposition  convenable  des  n  sommets.  Considérons,  en  effet,  la 
figure  obtenue  en  effaçant  les  segments  extérieurs  :   elle  donne, 

d'après  la  formule  (lo),  -  (/i-  —  3/?  +  4  )  +  c!'  régions,  dont  cha- 
cune est  un  polygone  possédant  au  moins  trois  côtés,  et,  par  con- 
séquent, trois  angles.  Le  nombre  total  des  angles  de  toutes  les  ré- 
gions est  donc  au  moins  égal  à 

3 

3  o'  H —  (  «2  —  3  «  +  4  )• 

Mais  chaque  sommet  du  système,  formant  le  point  de  départ  de 
/;  —  I  segments  intérieurs,  fournit  n  —  i  angles  ;  chaque  nœud  en 
fournit  évidemment  4;  le  nombre  total  des  angles  est  donc  exacte- 
ment 

/î(h  —  i)  -f-  4o'- 

Nous  pouvons  donc  »'crire  l'inégalité 

3 

n(  n  —  I  )  ^  4 2  -3 o'  H —  (  n-  —  3  «  -^  4 )• 

d'où 

(I-)  o'> -(n- 3U«  —  4) 

et,  par  suite, 

0  .:  (  //  —  3  )(/j  —  4  ), 

R  ?.  2n'^  —  9«   f- 13, 
(i8)  ',   R'>«2  — 5/j  -H  8, 

e  5— -(«  — 3)(«'  —  3«-  —  IO/1-H48). 

{ '  )  Ou  /t  —  3,  iln  —  'i),  si  n  -     5. 
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Les  valeurs  limites  fournies  par  ces  ini'-galités  peuvent  être 
réalisées  en  fait,  si  n  est  au  plus  égal  à  6.  iMais,  au  delà  de  6,  il  n'en 
est  plus  de  même,  parce  qu'il  n'est  plus  possible;  de  faire  en  sorte 
que  toutes  les  régions  soient  de  forme  triangulaire. 

4°  Les  11  sommets  étant  disposés  d'une  manière  quelconque, 
concevons  qu'une  droite,  qui  les  laisse  d'abord  tous  d'un  même 
côté,  s'en  approche  en  restant  constamment  parallèle  à  une  même 
direction,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  à  passer  par  un  sommet;  qu'elle 
tourne  alors  autour  de  ce  premier  sommet  jusqu'à  en  rencontrer 
un  second,  puis  autour  de  ce  second  (toujours  dans  le  même  sens) 
jusqu'à  en  rencontrer  un  troisième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'elle  revienne  rencontrer  le  premier  sommet.  Nous  aurons  ainsi 
construit,  au  moven  de  p  des  sommets  du  S3Stème,  un  polygone 
convexe  qui  renferme  tous  les  autres  à  son  intérieur.  Faisant  abs- 
traction de  ces  p  sommets,  opérons  de  même  à  l'égard  des  n  — p 
sommets  qui  restent  :  nous  obtiendrons  un  second  polygone  con- 
vexe, intérieur  au  premier.  Continuons  ainsi  jusqu'à  ce  qu'il  ne 
ne  reste  plus  que  o,  i  ou  2  sommets.  La  figure  aura  été  décomposée 
en  polygones  convexes  intérieurs  les  uns  aux  autres,  et  la  valeur 
de  £  dépendra  du  nombre  et  de  la  nature  de  ces  polygones,  et  en 
même  temps  de  la  disposition  relative  de  leurs  côtés,  comme  le 
montre  la  discussion  des  cas  les  plus  simples,  savoir  /i=4»  ^ 
ou  t). 

Pour  /^  ^  4î  on  peut  avoir  :  1"  un  quadrilatère  convexe,  s  =  o; 
2"  un  triangle  avec  un  sommet  à  l'intérieur,  e  =  1. 

Pour  n  =  5,  on  peut  avoir  :  1°  un  pentagone  convexe,  £  =  o; 
2"  un  quadrilatère  convexe  avec  un  sommet  à  l'intérieur,  t  =  2-('); 
3"  un  triangle  avec  deux  sommets  à  l'intérieur,  £=4. 

Pour  /i  =  6,  on  peut  avoir:  1"  un  hexagone  convexe,  e^u; 
2"  un  pentagone  convexe  avec  un  sommet  à  Fintérieur;  £  a  pour 
valeur  3,  4  ou  5,  suivant  que  ce  sommet  se  trouve  dans  l'un  des 
cinq  triangles  (délimités  par  les  cinq  diagonales  du  pentagone)  qui 
s'appuient  sur  les  côtés  du  pentagone,  dans  l'un  des  cinq  autres 
triangles  intercalés  entre  les  précédents,  ou  dans  la  région  cen- 
trale ;  3"   un  quadrilatère  convexe  avec  deux  sommets  intérieurs, 


)  Col  1.1  ilisposiiion  que  réalise  la  /il 
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î  =  6,  7  ou  8,  sui\anL  la  position  de  ces  deux  sommels  dans  les 
quatre  triangles  délimités  par  les  diagonales  du  quadrilatère  ; 
4°  un  triangle  extérieur  renfermant  un  second  triangle,  e  =  g,  lo. 
1 1  ou  12,  suivant  l'orientation  des  cotés  du  petit  triangle  par  rap- 
port à  ceux  du  grand  :  la  valeur  maxima  s  =  12  se  présente  si, 
par  exemple,  les  deux  triangles  sont  semblables  et  semblablement 
placés,  et  la  valeur  £  =  9  s'ils  sont  semblables,  mais  inversement 
placés,  c'est-à-dire  orientés  à  180°  de  différence. 

Pour  n  >>  6,  on  pourrait  établir  une  classification  analogue, 
mais  la  complication  croîtrait  naturellement  avec  une  grande  ra- 
pidité à  mesure  cjue  n  augmenterait.  Toutefois  l'analogie  porte  à 
supposer  que,  quel  que  soit  n,  la  valeur  niaxima  de  e  doit  corres- 
pondre à  la  répartition  des  sommets  en  triangles  successifs  inté- 
rieurs les  uns  aux  autres,  plus  o,  i  ou  2  sommets  à  l'intérieur  du 
dernier,  selon  que  /i  est  de  la  forme  3 A',  3  A"  -t-  i,  3A-  -f-  2. 

10.  Puisque,  lorsqu'on  fait  croître  n  au  delà  de  5,  le  nombre 
des  régions  d'aspect  constant,  et,  par  conséquent,  a  fortiori,  le 
nombre  des  aspects  réalisables  ne  croît  que  très  lentement  par 
rapport  au  nombre  des  aspects  imaginables,  il  est  intéressant  de 
recherclier  quels  sont,  parmi  les  aspects  imaginables,  ceux  qui  sont 
effectivement  réalisables;  comment  ils  se  groupent  d'aj)rès  la  dis- 
position relative  des  sommels,  quelle  condition  doit  élre  remplie 
pour  qu'un  même  aspect  se  reproduise  dans  deux  ou  un  plus  grand 
nombre  de  régions  distinctes,  etc.  Il  y  a  là  toute  une  série  de 
questions  dont  la  soliilion  paraît  assez  diKîcde;  voici  (juelques 
propositions  et  remarcpies  qui  pourront  ser\ir  de  point  de  départ  à 
ceux  fpii  désireraient  pousser  plus  loin  l'étude  du  problème  des 
aspects. 

Considérons  une  droite  mobile,  qui  balaye  tout  le  plan  en  restant 

constamment  |)arallèle  à  elle-même.  Lorscprelle  se   trouve  à  une 

distance  assez  grande  du  groupe  des  n  sommets  pour  laisser  d'un 

même  côté  non  senlcincnt  tous  les  sommels,  mais  encore  tous  les 

I            .   •                Il                        m  n  —  I  )  ,    .  ^^, 

nœitas  extérieurs,  elle   traverse h  1   régions.    Supposons 

que  les  sommets  scuent  numérotés  d(>  i  à  n  ])récisémcnt  dans  l'or- 
dre où  cet  le  droite  mobile  les  reneoii  liera  en  se  déplaçant;  etsup- 
|io>oiis,  pour  (i\er  les  id(''es,  (pic  celle  dioile  parle  (!(•  la  parli»'  su- 


-  119  - 

périciire  de  la  figure,  et  que  chaque  aspect  soit  défini  par  l'ordre 
dans  lequel  les  sommets  sont  vus  en  faisant  le  tour  d'horizon  de 
gauche  à  droite. 

Alors,  pour  la  première  région  que  recoupe  la  droite  mobile  dans 
sa  position  initiale,  région  {[ui  s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  supé- 
rieur de  gauche  de  la  figure,  l'aspect  est 

I  .>,  3  4  •  ■  •   "• 

La  région  immédiatement  contiguë  que  l'on  rencontre  en  sui- 
vant la  droite  mobile  est  séparée  de  la  première  par  une  des 
droites  du  système,  laquelle  passe  nécessairement  par  deux  som- 
mets dont  les  numéros  se  suivent;  par  exemple,  par  3  et  4î  et  la 
traversée  de  cette  droite  a  évidemment  pour  effet  d'intervertir 
dans  l'aspect  l'ordre  des  sommets  3  et  4-  L'aspect,  pour  la  deuxième 

région,  sera  donc 

I   a  4  3  5  6   ...    A! . 

Si,  de  même,  on  rencontre  ensuite  la  droite  qui  joint  les  som- 
mets 3  et  5,  l'aspect,  pour  la  troisième  région,  sera 

I   2  3  4  5  6   ...   n, 

et  ainsi  de  suite.  Comme  on  doit  nécessairement  rencontrer  toutes 
les  droites  du  svstème,  et  que  d'ailleurs,  pour  la  dernière  région, 
celle  qui  s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  supérieur  droit  de  la  figure, 
l'aspect  est  évidemment 

/t  (  /i  —  I }  ...    i  3  2  I . 

. ,  ,    .  ,  -,       nin  —  I ) 

u    est   clair   que  les    aspects    des  — ^ H-  i  régions  recoupées 

par  la  droite  mobile  dans  sa  position  initiale  se  déduiront  de  l'as- 
pect fondamental  i  2  ...  /«,  en  appliquant  à  cet  arrangement, 
imc  fois  et  une  seule,  chacune  des  permutations  obtenues  en  com- 
binant deux  à  deux  les  n  nombres  qui  y  figui-ent.  L'ordre  dans 
lequel  ces  permutations  se  présenteront  n'est  pas  complètement 
arbitraire,  puisque,  pour  passer  d'un  aspect  au  suivant,  on  ne  peut 
permuter  que  deux  nombres  contigus;  mais  c'est  la  seule  condi- 
tion à  remplir,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  car  elle  équi- 
vaut à  cette  condition  géométrique,  que  trois  permulations  entre 
Irois  nombres  pris  au  hasard  et  combinés  deux  à  deux  re|)résen- 
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tenl  bien  les  trois  eûtes  d'un  triangle  dont  les  sommets  soient  nu- 
mérotés suivant  la  convention  adoptée. 

Prenons,  comme  exemple,  le  cas  de  /i  =  5,  avec  la  disposition 
de  sommets  de  la^^^.  2,  et  supposons  la  droite  mobile  parallèle  à  la 
direction  XY.  Les  sommets  devront  être  numérotés  comme  suit  : 
S'  =  I ,  A  =  2,  C  ^  3,  A'  =  4>  S  =  5  ;  et,  d'après  les  inclinaisons 
relatives  des  diverses  droites  du  système  sur  la  direction  XY,  on 
aura,  pour  les  aspects  des  onze  régions  initiales,  le  Tableau  ci- 
dessous  : 

N"  1. 


Dans  ce  Tableau,  tout  point  remplace  le.  nombre  immédiate- 
ment supérieur  dans  la  même  colonne  verticale;  ainsi  l'aspect  de 
la  cinquième  région  doit  être  lu  i  4^52,  et  il  ne  diffère  de  ce- 
lui de  la  quatrième  que  par  la  permutation  5-2,  qui  est  mise  en 
évidence.  Comme  on  le  voit,  le  Tableau  comprend  bien  les  dix 
permutations  1-2,  i-3,  i-4,  . . . ,  etsc  termine  par  l'aspect  5  4^21. 

On  peut  se  donnera  volonté  l'ordre  de  cci  dix  permutations  en 
observant  seulement  la  condition  indiquée  précédemment,  et  il 
sera  possible  de  réaliser  la  ligure  géométrique  correspondante. 


il.  Supposons  donc  cpi'on  se  soit  donné  le  Tablciiu  ci-dessus. 
Je  vais  montrer  qu'en  le  souniclt;int  à  un  triulcniciit  nu'-lliodique  on 
peut  trouver,  sans  le  secours  de  la  ligure  géométrique  correspon- 
dante, toutes  les  particularités  que  j)résente  cette  figui-e  au  point  de 
vue  du  problème  des  aspects,  c'est-à-dire  le  nombre  et  la  position 
des  nœuds,  et  écrire  Ions  les  aspects  correspondant  aux  dilTérenles 
l'égions.  La  démonsiral  inu  '^(•i-;i  (lotuK'-c  pour  //  r  ."ï.  nini^  elle  csl 
;ibs(>luni(Mil  ;:(''nér;d('. 
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Plaisons  marcher  la  droite  mobile.  Tanl  qu'elle  ne  rencontrera 
ni  nœud  ni  sommet,  les  régions  qu'elle  recoupe  resteront  les  mêmes. 
A  la  rencontre  d'un  nœud,  qu'arrivc-t-il?  Les  deux  permutations 
qui  représentent  les  deux  droites  passant  par  ce  nœud  ne  feront 
que  se  transposer.  Mais,  pour  pouvoir  se  transposer,  il  faut  évidem- 
ment qu'elles  se  suivent  sur  le  Tableau;  de  plus,  deux  droites  qui 
se  coupent  en  un  na-ud  ne  peuvent  passer  par  un  même  sommet  : 
donc  deux  permutations  du  Tableau  ne  peuvent  se  transposer  que 
si  elles  n'ont  pas  de  nombre  commun,  c'est-à-dire  si  elles  occu- 
pent des  colonnes  verticales  distinctes;  par  exemple,  4-i  et  5-!^ 
remplissent  les  conditions  voulues  pour  pouvoir  se  transposer,  de 
njème  3-i  et  5-4,  de  même  4-i  et  5-2,  etc. 

Lorsque  la  droite  mobile  arrive  au  sommet  n"  1,  il  est  clair  que 
toutes  les  droites  dont  les  permutations  contiennent  le  chiflre  i 
s'arrêtent  à  ce  sommet;  ces  permutations  doivent  donc  toutes  dis- 
paraître du  Tableau. 

Mais  au  moment  où  la  droite  mobile  est  infiniment  près  du  som- 
met I,  les  quatre  droites  1-2,  i-3,  i-4,  i-5  forment  un  faisceau  de 
droites  infiniment  voisines;  il  faut  donc  que  préalablement  on  ait 
rencontré  les  deux  nœuds  correspondant  aux  transpositions  de 
4-1  avec  5-3,  et  de  5-4  avec  2-1,  de  telle  sorte  que  le  Tableau  ait 
pris  l'aspect  ci-dessous  : 


N"  2. 


0     .i 


ce  qui  a  introduit  doux  nouvelles  régions,  avec  les  aspects  nou- 
veaux I   4  5  3   2,   4   5  3   2    I. 

Les  choses  étant  amsi  préparées,  faisons  franchir  à  la  droite  mo- 
bile le  sommet  n"  1  :  elle  ne  recoupera  plus  que 


/i  (n  —  Il 


1  —  u«  —  II- 


—  \±2  - 

soit  sept  régions  dont  les  aspects  s'obtiendront  en  supprimant  du 
Tableau  n"  12  les  permutations  contenant  le  chififre  i;  ce  qui  donne 
le  Tableau  n"  3  ci-dessous  : 

N"  3. 


2 

i 

4 

D 

4 

3 

4 

■2 

3 

•2 

. 

5 

■À 

5 

3 

5 

4 

Ici  toutes  les  permutations  contenant  le  chiflre  2  se  trouvent 
contiguës;  la  droite  mobile  ne  croisera  donc  pas  de  nœuds  avant 
d'arriver  au  sommet  2.  En  franchissant  ce  sommet,  il  faudra  sup- 
primer 2-3,  2-4,  2-5,  et  introduire  à  la  place  1-2,  puisque  le  se- 
cond segment  extérieur  de  cette  droite  reparaît  évidemment  ;  ce 
qui  donne  le  Tableau  n"  4  : 

N^  4. 


5 


Avant  d'arriver  au  sommet  n"3,  il  faut  grouper  les  pcrmulalions 
3-4  et  3-J,  qui  devront  être  supprimées  en  Iranchissant  ce  sommet 
et  remplacées  par  i-3  et  2-3.  Mais  il  semble  qu'il  y  ait  indétermi- 
nation, puisiiu'on  peut  faire  ce  groupement  soit  ru  transposant 
2-1  et  4-3,  soit  en  transposant  2-1  et  ;")-3.  Il  n'en  est  eepeiulant 
rien,  parce  (\\ic  nous  devons  arriver,  en  dernier  résultat,  à  un  Ta- 
bleau qui  reproduira  le  Tableau  n"  1  renversé,  c'est-à-dire  avec 
les  mêmes  permutations,  mais  se  présentant  dans  l'ordre  inverse; 
en  sorte  que  nous  devons  avoir  les  trois  permutations  1-2,  i-3  et 
2-3,  dans  cet  ordre  j)r<'eisément  cl  nfui  dans  tout  autre,  ce  qui  ne 
peut  être  obtenu  (pi'en  (aisniit  d'aboi'd  la  transposition  de  4-3  avec 
1-2,  et  introduisant  ensuite  i-3  et  2-3.  INoiis  avons  donc  un  nœud 
(pii  (onrnit  l'aspect  nouveau  2  1  4  *  ^N  puis,  après  avoir  Iranclii 
le  sommet  n"  3,  nous  formons  \c.  Tableau  11"  li  : 
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On  verrait  de  même  que  le  passage  du  sommet  du  n"  4  conduit 

au  Tableau  n"  0  : 

N°  6. 

I     -2     3     4     5 


J. 

1 
3 

I 

3 

2 

; 

4 

î     ' 

'2 

4 

3 

. 

puisque  le  passage  du  sommet  n"  5  exige  que  l'on  inleixale  les  per- 
mutations 1-5,  2-5,  3-5,  4-5  à  l'endroit  marqué  ci-dessus  par  une 
ligne  transversale,  ce  qui  donne  le  Tableau  n"  7  : 


N° 


•       4 

4    -1 


et  qu'enfin,   pour  obtenir  le  Tableau  inverse  du  n"  1 ,  il  ne  reste 
plus  qu'à  transposer  3-i  avec  5-4,  4"!  ^^ec  3-2  et  avec  5-2. 

Nous  avons  donc  ainsi  rencontré  en  tout  six  nœuds,  savoir  deux 
avant  le  sommet  n"  i,  un  entre  le  sommet  n"  2  et  le  sommet  n»  3, 
et  les  trois  derniers  après  le  sommet  n"  5.  Ces  diverses  circon- 
stances se  présentent,  en  effet,  sur  la  Jig.  2,  si  ce  n'est  que  le 
nœud  M'  se  présente  entre  le  sommet  n"  \  et  le  sommet  n"  5  ;  el, 
en   effet,   la  transpositi(Ui  di-  3-2  avec  4"'    pouvait    aussi    bien    se 
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faire  sur  le  Tableau  n»  6  que  sur  celui  n°  7,  et  aurait  pu  être  reconnue 
comme  nécessaire  dès  que  le  Tableau  n"  6  était  formé  :  à  quelque 
moment  que  cette  transposition  soit  effectuée,  elle  donne  d'ail- 
leurs toujours  le  même  aspect  nouveau  i  3  /\  i  î)  ou  5  i  ^  /\  i , 
ce  qui  est  identique,  d'après  la  définition  de  l'aspect  ('). 

On  peut  remarquer  que  lorsque  la  droite  mobile  a  franchi  p 
des  n  sommets,  le  nombre  des  régions  qu'elle  traverse  est  de- 
venu 

-^ -'  —  I  — [(«  — l)-f-  (,/<  —  3)-|-  («  —  0)H-..  .(,«  —  2/>  +  I)J, 


c'est-à-dire 


pi  p  —  \)  -^  (  n  —  p){n  —  /)  —  I  ) 

-r-  I , 


et  que  le  nombre  total  des  régions  rencontrées  par  elle  depuis 
l'origine  de  son  mouvement  jusques  et  y  compris  sa  position  ac- 
tuelle est 


vn  appelant  Op  le  nombre  des  nœuds  qu'elle  a  successivement  ren- 
contrés, c'est-à-dire 

n(n  —  i)        pi  p  —  3') 

2-2  '" 

ce  qui  donne  pour  le  nombre  total  des  régions  du  plan,  en  faisant 

j)  =  Il  et  û/,  =  0, 

(n  — 1)2-1-0, 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  une  auhe  mélliodc 

1 1 .  <(  f  ne  (Iroilr  (juelcunijiic  icin'oiitic  (iii  ji/us  dcii.i-  rr trions 
(hsliiiilt's  (litiiiKint  un  même  aspect  dèlfi mine,  ri,  (hins  ce  nis, 
Idiis  les  sommets  sont  situés  d' un  nu' me  enté  de  cette  droite.   » 


(')  L'iiuliHorminalion    qui   se  présente    iri   pour  lit  Iraiisposilicjn   de    ^-3    iivec 
i-'l  si^'iiific,   au  |)i)inl    de  vue   ^i''iiiiii'-lri(|ne,  (|ue  le    n(ruil   M'  peut    se   li'ouver  plus 

prés  ou    plus     juin    (le    \^     ijIK'    jr  siiiiiMirl    S.    MllNilIlt    Ll    piislIluM     ilc    (1,    Inul    lei'CSle 

<le  la  (i^ui'c  ('tanl  iuvariahli  . 
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Considérons,  en  cfl'el,  la  clioilc  inol^ile  dans  une  de  ses  posi- 
tions, et  formons,  avec  la  nolalion  précédemment  indiquée,  le  ta- 
bleau des  aspects  pour  les  diverses  régions  qu'elle  recoupe  ;  si 
deux  de  ces  régions  ont  un  même  aspect,  on  devra  rencontrer  dans 
le  Tableau  les  deux  aspects 

AB, 

BA, 

A  désignant  un  groupe  de  sommets  dans  un  certain  ordre,  et  B 
les  autres  sommets,  également  dans  un  certain  ordre.  Pour  passer 
de  AB  à  BA,  il  faut  nécessairement  rencontrer  toutes  les  permuta- 
tions qui  s'obtiennent  en  combinant  chacun  des  sommets  du 
groupe  A  avec  chacun  des  sommets  du  groupe  B,  mais  il  faut 
aussi  ne  rencontrer  aucune  des  permutations  où  figurent  deux 
sommets  appartenant  au  même  groupe.  Donc  tous  les  sommets  du 
groupe  B  sont  situés  du  même  côté  de  la  droite  que  chacun  des 
sommets  du  groupe  A,  ce  qui  exige  que  tous  ceux-ci  soient  d'un 
même  côté  de  la  droite;  et  dès  lors  tous  les  sommets,  tant  du 
groupe  B  que  du  groupe  A,  seront  situés  de  ce  même  côté. 

Svipposons  maintenant  que  la  droite  recoupe  trois  régions  de 
même  aspect,  on  devra  avoir  les  trois  aspects 

ABC, 
BGA. 
CÂB, 

ou  encore  ceux-  ci  : 

ABC, 

CAB, 

BCA, 

en  désignant  par  A,  B,  G  des  groupes  déterminés  de  sommets.  Mais 
cela  est  impossible  :  car  dans  la  première  hvpothèse  les  groupes 
A  et  B  devraient  permuter  entre  eux  une  première  fois  pour  passer 
de  ABC  à  BCA,  puis  une  seconde  fois  pour  passer  de  BCA  à  CAB, 
et  l'on  a  vu  que  toute  permutation  ne  peut  être  rencontrée  qu'une 
ibis. 

La  même  chose  aurait  lieu,  dans  la  seconde  hypothèse,  pour  les 
groupes  B  et  C;  et  elle  aurait  lieu  ^/  fortioii,  si  l'on  supposait  plus 
de  trois  régions  de  même  aspect. 
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12.  Quelque  grand  que  soit  /?,  on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  deux  régions  distinctes  donnent  un  même  aspect.  Cela  est 
presque  évident  à  l'aspect  du  Tableau  initial  donné  précédemment, 
car  on  peut  disposer  de  l'ordre  des  permutations  de  manière  à  ne 
permuter  tout  d'abord  qu'un  sommet  ou  groupe  de  p  sommets 
avec  tous  les  autres;  par  exemple,  écrire 


6 

.      .     6 

4 

.     6     3 

{)      2       . 

I 

et  l'on  voit  que,  pour  n  =  6,  la  sixième  région  donne  le  même  as- 
pect que  la  première.  Mais  on  peut  obtenir  un  résultat  analogue 
pour  deux  régions  aboutissant  à  deux  sommets  consécutifs  du  po- 
lygone convexe  qui  enveloppe  tous  les  sommets  du  système.  Soient 

I  et  2  les  numéros  de  ces  sommets,  et  numérotons  les  autres  dans 
l'ordre  oîi  ils  se  présentent,  vus  du  sommet  i,  quand  on  fait  un 
demi-tour  d'horizon,  de  gauche  à  droite  à  partir  du  sommet  ?..  L'as- 
pect, pour  un  observateur  placé  au  sommet  i,  sera 

■;>  3  4   •  •  •  'N 

et,  pour  chacune  des  }i  régions  immédiatement  contiguës  au  som- 
met I,  l'aspect  s'obtiendra  évidemment  en  intercalant  le  chiflre  i 
successivement  à  chacune  des  n  places  possibles  dans  l'arrangement 
ci-dessus. 

Soit  demandé  de  reproduire  l'un  de  ces  aspects,  par  exemple 

5!  3  .|   I    »  (■)  ...   n. 

dans  l'une  des  régions  imméchatemcnt  contiguës  au  s(jminet  n"  :>.. 

II  suffira  de  faire  en  sorte;  que,  de  ce  sommet  n"  a  lui-même,  l'as- 

j)ect  soit 

'»  G   ...   //  3    î   I . 

ce  rnii  est  toujours  possdih;  si  l'on  est  inailie  de  distiibuei"  les 
n  sommets  à  volonté,  puisqu'il  siidit  de  mener  à  parlir  du  soinrnel 
II"    '    un  laisceaii   de    //  —  :>.    didile^   el    de    iireiidic   poiii'   >»()inme|s. 
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dans  l'ordre  convenable,  leurs  intersections  a\cc  le  faisceau  émané 
du  sommet  i . 

Gela  fait,  il  y  aura  une  des  régions  contiguës  au  sommet  2  pour 
laquelle  ce  sommet  viendra  s'intercaler  dans  l'aspect  5  G  ...  /t  3  4  1  ? 
entre  n  et  3,  et  cette  région  sera  celle  qui  répond  à  la  question. 


Sur  des  polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  courbe, 
et  dont  tous  les  sommets  sont  sur  la  courbe  ;  par  M.  AVeill. 

(Séance  du  '1  mai  1882.) 

Considérons  une  courbe  unicursale,  et  soit  t  la  valeur  du  para- 
mètre correspondant  à  un  point  A  de  la  courbe;  nous  désigne- 
rons, dans  tout  ce  qui  va  suivre,  un  point  de  la  courbe  par  le 
paramètre  coi'respondant.  Menons  au  point  A  la  tangente  qui 
rencontre  la  courbe,  supposée  de  degré  m,  en  (^m — 2)  points 
T,T,  ...  T„,_,. 

Soit/(T,  ^)^o  l'équation  qui  donne  les  valeurs  ï,  et  admet- 
tons que  cette  équation  soit  homogène  en  T  et  t.  Menons  en  T, 
la  tangente  à  la  courbe,  et  soit  0  l'un  des  points  où  elle  rencontre 
la  courbe,  on  auray(f),  T()  ^  o.  Posons 

T  0 

7  =  ^'     T,  =  "- 

Les  [ni — :>)  valeurs  de  u  seront  respectivement  égales  aux 
(m  —  2)  valeurs  de  z-  ;  on  aura  donc 


f) 
ou  bien 


T. -y 


T,         l  ' 

La  première  solution  donne  pour  0  une  valeur  — !•  qui  se  dislingue 

des  autres  et  que   nous  laisserons  de  côté   pour  le   nionienl.    l>a 

T  T 

deuxième  solution  donne  B  =  — ^ — -  et  montre  que  le  point  H  esl  à 

la  rencontre  des  tangentes  en  'V y  cl  T,  ;  donc  les  laniienlcs  en  tous 
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les  points  T,,  T..  .  .  .,  T,„_2  lormont  un  polygone  dont  tous  les 
sommets  sont  sur  la  courbe. 

On  voit  de  plus  que  ces  points  B  sont  représenlés  par  les  pro- 
duits deux  à  deux  de  toutes  les  valeurs  T,  chaque  produit  étant 
divisé  par  t. 

Ceci  posé,  la  tangente  en  T,  rencontre  la  courbe  en  {m  —  2) 
points  qui  sont 

T?        T,T.       T,T:,                    T,T,„_., 
_,     __,     __,      ..., 

En  ne  considérant  que  les  {ni  —  3)  derniers  points,  menons  en 
ces  points  les  tangentes;  elles  se  couperont  mutuellement  sur  la 
courbe  en  des  points  C 

T,T.,T,       T,T,Ti 

~7^'     "~7^~ 

Mais  si  Ton  opère  de  même  sur  les  tangentes  en  T2  i  3  •  •  •  -  on 
aura  sur  la  courbe  un  système  de  points  C,  chacun  desquels  sera 
le  point  de  concours  de  trois  tangentes,  et  tous  ces  points  seront 
représentés  par  les  produits  trois  à  trois  des  quantités  T,  chaque 
produit  étant  divisé  par  t'-.  De  même  les  tangentes  en  tous  les 
points  C  se  coupent  quatre  par  quatre  sur  la  courbe,  et  ainsi  de 
suite;  enfin  on  arrive  à  (;;?  —  2)  tangentes  se  coupant  en  «n  même 

Il  I  ^  •.  >.lli2>,'l  ;h— 2 

point  de  la  courbe,  et  ce  pomt  a  pour  paramètre —3^ ' 

c'est-à-dire  \t,  \  étant  une  constante. 

Inversement,  si  d'un  point  pris  sur  la  courbe  on  mène  les  tan- 
gentes, au  nombre  de  {m  —  2),  les  droites  qui  joignent  les  points 
de  contact  deux  à  deux  sont  tangentes  à  la  courbe  en  des  |)oinls 
qui  sont  distribués  trois  par  trois  sur  des  droites;  ces  nouvelles 
droites  touchent  la  courbe  en  des  points  qui  s(»nt  distribués  quatre 
par  quatre  sur  des  droites,  et  ainsi  de  suite;  on  arrive  enfin  à 
(wi  —  2)  points  situé's  sur  une  même  tangente  à  la  courbe.  Prenons, 
par  exemple,  une  courbe  du  sixième  degré  jouissant  des  propriétés 
énoncées  :  si  d'un  point  de  la  courbe  on  hii  mène  les  cpiatre  tan- 
gentes, les  six  droites,  obtenues  en  joignant  deux  à  deux  les 
points  de  contact,  touchent  la  <-ourl)e  en  six  points,  cpii  sont  les 
sommets    d  un    (piadrihitère   complrl    lioul    les   côtés    toutliciil    l.i 
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courbe  en  quatre  points,  et  ces  quatre  points  sont  sur  une  même 
tangente  à  la  courbe. 

Revenons  au  cas  général.  La  tangente  en  T,  rencontre  la  courbe 

en  un  point  qui  se  distingue  des  antres  et  qui  est—;  soit  ,3  ce 

point.  Chaque  tangente  en  T,  1  o  .  .  .  T;„_2  fournira  un  point  [i. 
En  l'un  des  points  B  menons  la  tangente;  elle  rencontrera  la  courbe 
en  (m  —  4)  points  C  et  en  deux  points  que  nous  désignerons  par 
Y  et  y,  et  qui  seront,  par  exemple, 

T,T^       T2TI 

En  général,  si  nous  prenons  sur  la  courbe  un  point  où  viennent 
converger  P  des  tangentes  que  nous  considérons,  la  tangente  en 
ce  point  rencontrera  la  courbe  en  P  points,  ne  faisant  pas  partie 
du  système  des  points  dont  il  est  question,  et  qui,  par  conséquent, 
se  distinguent  de  autres  points  de  rencontre  de  cette  tangente 
avec  la  courbe;  ces  points  sont  représentés  par  des  valeurs  du  pa- 
ramètre de  la  forme 

TiT.T,  ...  T^.iT^ 
//' 

plus  simplement,  on  peut  dire  que  ces  P  points  s'obtiennent  en 
multipliant  la  valeur  Q  du  point  où  viennent  converger  P  tangentes 

T      T 

successivement  par  -.",  -  ^  •  •  •  ;  T„,  Ts, .  .  .  étant  les  facteurs  du  nu- 
mérateur de  9. 

En  particulier,  le  point  final,  où  viennent  converger  (m  —  a) 
tangentes,  a  pour  paramètre 

TiTo  ...  T„,_2 

fin— 'À 

OU  \t;  donc  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en  (/»  —  2) 
points  qui  ont  pour  paramètres  aT,,  aTo,  ...,  )/!„,_  o,  ce  qui 
montre  une  correspondance  bien  simple  entre  le  j)oint  initial  et 
le  point  final;  ce  résultat  peut  se  prévoir,  car  l'équation  en  r 
montre  que,  si  t  se  change  en  A/,  T,,  T..  .  .  .  s(.'  cliangeronl  en 
).T,,).T„.... 

Des  développements  qui  précèdent  résulte  le  théorème  sui- 
vant : 

X.  9 
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Théorè^me.  —  Si  Ion  mène  en  un  point  t  cl' une  courbe  uni- 
cursalc  la  tangente  qui  rencontre  la  courbe  en  des poiîits  T,  et 
que  l'équation  qui  donne  T  en  fonction  de  t  soif  homogène  en 
T  et  t^  les  tangentes  aux  points  T  se  coupent  deux  à  deux  en 
des  points  B  de  la  courbe;  les  tangentes  aux  points  B  se  coupent 
trois  à  trois  en  des  points  C  de  la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  Si, 
d'un  point  de  la  courbe  qui  jouit  des  propriétés  indirjuées,  on 
mène  les  tangentes,  leurs  points  de  contact  sont  deux  à  deux 
sur  des  droites  tangentes  à  la  courbe  ;  les  points  de  contact  de 
ces  nouvelles  droites  sont  trois  à  trois  sur  des  tangentes  à  la 
courbe,  et  ainsi  de  suite. 

Une  classe  de  courbes  jouissant  des  propriétés  énoncées  est 
formée  par  toutes  les  courbes  avant  une  équation  de  la  forme 

•X'"  —  '^P'^'il-p  =  o, 

a,  3,  V  désisfnant  trois  fonctions  linéaires.  Par  une  transformation 
homographique,  ou  ramène  cette  équation  à  la  l'orme  simple 

r  =  ti>,     y  =  t'". 

L'équation  en  T  et  /  est  ici 

T'"  —  mt"'-PTi'  -h  (  m  — p)t"'  =  o. 

On  peut  toujours  supposer  m  pair,  si  /»  cty>  sont  de  parité  dif- 
férente, et  fou  a  alors 

T,T,  ...  T„,_j  =  (/«-/)  )/"'--': 

donc  la  constante  désignée    tout  à  l'heure   par  A  est  ici   égale  à 

(m — />).   Par  conséquent,  si  (m — p)  est  égal  à  l'unité,  le  point 

final  se  confond  avec  le  point  initial.  Dans  ce  cas  particulier,  la 

figure  de  géométrie  formée  par  toutes  les  tangentes  considérées, 

d'ailleurs  imaginaires,  est  remarquable,  en  ce  que,  si  l'on  part  de 

la  tangente  en  un  point  de  lu  courbe,  ou  des  tangentes  partant  de 

ce  point,  on  arrive,  dans  les  deux  cas,  aux  nu'mcs  points  cl  aux 

mêmes  droites, 

(  !<m-;idfroiis   nMiiiICMaiil    iiik'   fmirbc   i;;itM  lie  a\:iMl    n(mr  «Mnia- 

lions 

.7-  =  //'.     V  =  /'/,     z  =  I' . 
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Il  est  facile  de  voir  que  si,  en  un  point  de  cette  courbe,  on  mène 
le  plan  osculateur,  qui  rencontre  la  courbe  en  des  points  T,  l'équa- 
tion en  T  et  /  est  homogène,  et,  par  conséquent,  les  propriétés 
énoncées  plus  haut  s'appliquent.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théokème.  —  Si  en  un  point  de  la  courbe  gauche,  avant 
pour  éciuations  x  =  tP,  y  =  <^,  ::  =  /'',  on  mène  le  plan  oscula- 
teur,  lequel  rencontre  la  courbe  en  un  certain  nombre  d'autres 
points,  et  si  en  ces  points  on  mène  les  plans  osculateurs,  ils 
forment  un  polyèdre  dont  les  arêtes  rencontrent  respectivement 
la  courbe.  Si,  aux  points  où  ces  arêtes  rencontrent  la  courbe, 
on  mène  les  plans  osculateurs,  ils' se  couperont  trois  à  trois  sur 

,  .  T  .   . 

la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  L  équation  en  —    est  ici,  eh  posant 

T  _ 

7  —  -, 

(zf'—\)qr(q  —  r)  ■+-  {z'i  —  i)rp{r  —  p)  -^  { z''  —  i)pqip  —  q)  =  o. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  s'est  appuvé  uniquement  sur  ce 
que  l'équation  en  T  et  ^  était  homogène.  Dès  lors,  on  peut  rem- 
placer la  tangente  à  la  courbe  plane  considérée  d'abord  par  toute 
courbe  déterminée  quand  le  point  de  la  courbe  unicursale  est 
donné,  par  exemple,  par  le  cercle  osculateur  en  ce  point;  on  voit 
aisément  comment  on  pourrait  généraliser  les  propriétés  précé- 
dentes, qui  reposent  sur  une  propriété  analytique  extrêmement 
simple. 

M.  Halpjhen  me  fait  remarquer  que  l'équation  considérée  peut 
se  présenter  sous  forme  non  homogène;  il  suffit  qu'on  puisse  la 
ramener  à  èti'C  homogène  par  une  transformation  rationnelle  du 
paramètre. 


Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,   relatif  à  certaines  propriétés 
des  centres  de  gravité;  par  M.  E.  Laquièue. 

(Séance  du  j  niai   i8Si.) 

La  Note  deM.  Laisant,  insérée  au  Ihilletin  [l.  X,  n"!2.  p.  \o), 
rappelle  un  article  des  Nouvelles  Annales  de  .)fathémati<iues,  où 
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M.  Resal  élend  aux  polygones,  plans  ou  gauches,  le  théorème  de 
Pappus  sur  l'immobilité  du  centre  de  gravité  de  masses,  égales 
entre  elles,  qui  décrivent  les  côtés  d'un  triangle  avec  des  vitesses 
de  même  sens  et  proportionnelles  aux  longueurs  des  côtés  à  par- 
courir, après  être  parties  en  même  temps  des  sommets  respectifs. 
On  pourrait  donner  à  la  généralisation  du  théorème  de  M.  Resal 
la  forme,  d'apparence  encore  plus  générale,  suivante  : 

Si  des  masses  partent  en  même  temps  des  sommets  dUin  po- 
lygone fermé,  plan  ou  gauche,  pour  en  parcourir  les  côtés  sui- 
vant une  loi  de  mouvement  identique,  avec  des  vitesses  à  chaque 
instant  proportionnelles  aux  côtés  décrits,  le  centre  de  gravité 
du  système  des  masses  mobiles  restera  fixe. 

L'observation  sur  le  théorème  de  M.  Resal,  que  j'ai  faite  der- 
nièi'ement  dans  le  Journal  précité  (3"  série,  t.  I,  p.  i  lo)  s'applique 
à  cette  nouvelle  généralisation  que  l'on  peut,  par  une  convenable 
distribution  des  masses,  considérer  quasi  comme  évidente. 

M.  Laisant,  de  son  côté,  démontre  dans  sa  Note  précitée  que  : 

Si  Von  considère  un  système  de  droites  quelconques  A,R|, 
A2B2,  ...,  A„Brt  dans  l'espace  et  qu'on  fasse  tourner  toutes 
ces  droites,  du  même  angle  et  dans  le  même  sens,  autour 
dUixes  parallèles  passant  par  leurs  premières  extrémités  A,, 
Ao,  .  .  .,  A«,  ce  qui  fait  prendre  aux  secondes  extrémités  les 
nouvelles  positions  B', ,  B.,,  ...,  B^,  ; 

Désignant  par  G^,  G/,,  G^^  les  centres  de  gravité  de  la  série 
des  points  A,  de  celle  des  poi/tts  B,  de  celle  des  points  B',  affectés 
de  masses  quelconques,  mais  égales  pour  les  trois  points  A/,  B/ 
et  B',,  de  même  indice  : 

Le  centre  de  gravité  G^'  s'obtiendra  par  la  rotation  de  G^, 
du  même  ansle  et  dans  le  même  sens,  autour  d'un  a.re  de  ro- 
talion  passant  par  G„  cl  parallèb'  aux  premiers. 

L'auteur,  (pii  s  est  iuiposé  la  laclic  de  dividgiier  en  France  la 
méthode  d(;s  (piatornioiis,  donne  de  son  lluMMème  une  éléjianle 
démOM^tiiitioi),  basée  sur  ce  genre  de  calcul,  loulrlois,  le  liu'u- 
rènie  étant  du  domaine  essentiel  de  la  Mécanupic  rationnelle,  nous 
ne  croyons  pas  NUperflu  dObserNer  ([u'il  est  susceptible  d'une 
démonslralion  ininK'diiile  cl  Inul   à   fail   ('It-nienlaire,  par  excnipii- 
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(le  la  suivante,  qui  aurait  probablement  été  choisie  par  Poinsoi.  si 
ce  grand  géomètre  avait  songé  au  théorème  de  M.  Laisant. 

Désignons  par  (A,  (u)B  le  déplacement  linéaire,  sens  et  gran- 
deur, du  point. B  tournant  de  l'angle  oj,  valeur  donnée  en  grandeur 
et  en  signe,  autour  de  l'axe  mené  par  le  point  A  parallèlement  à 
une  direction  fixe.  Il  est  évident  que 

(A,  w)B-i-(B,  to)A  =  o. 
On  voit  de  même  que,  d'une  manière  générale, 

(A,  a))B  =  (G,  a))BH-(A,  oj)C, 

ou  bien 

(A,  w)B  =  (C,  a))B  — (G,  w)A. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

BB'  =  (A,  io)B  =  (G«,  w)B-(G«,  co)A. 

Faisant  la  somme  des  n  égalités  semblables,  appliquées  aux  n 
points  B,  et  multipliées  chacune  par  la  niasse  m  correspondante; 
considérant  de  plus  que 

(i)  2m(G„,  w)A  =  M(G„,  w)Ga  =  o, 

on  obtient  immédiatement 

(2)  G^Gy  =  (G„,  co)G6, 

ce  qui  est  le  théorème  général  de  M.  Laisant. 

Nota.  —  Les  équations  (1)  et  (2)  ont  été  écrites  suivant  le  mode 
usité  dans  le  calcul  des  équipollences,  les  déplacements  qui  y 
figurent  étant  des  droites  géométriques.  Pour  conserver  l'écriture 
vulgaire,  il  suffirait  de  considérer  ces  deux  équations  comme 
existant  entre  les  projections  de  ces  lignes  sur  un  axe  quelconque. 
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Suvlarelation  qui  existe  entre  le  problème  de  la  Trigonométrie 
sphérique  et  la  théorie  du  système  de  trois  formes  quadra- 
tiques binaires  ;  par  M.  Stephanos. 

(Séance  du  5  mai  1882.) 

Depuis  que  les  propriétés  métriques  des  figures  sont  considé- 
rées, d'après  Chasles,  comme  correspondant  à  des  relations  pro- 
jectives  de  ces  figures  au  cercle  à  l'infini  sur  la  sphère,  et  que  l'on 
est  parvenu  à  obtenir  les  définitions  projectives  des  diverses 
notions  métriques,  le  problème  de  la  Trigonométrie  sphérique, 
problème  qui  revient  à  la  détermination  des  relations  qui  lient  les 
côtés  d'un  triangle  sphérique  à  ceux  de  son  triangle  polaire,  s'est 
montré  comme  équivalent  à  la  recherche  des  relations  qui  existent 
entre  les  rapports  anharmoniques  déterminés  par  une  conique  C- 
sur  les  côtés  de  deux  triangles  de  son  plan,  polaires  réciproques 
par  rapport  à  cette  conique. 

Dans  la  présente  Note,  je  fais  remarquer  comment  on  peut 
ramener  ce  nouveau  problème  à  la  théorie  du  svstèmc  simultané 
de  trois  formes  l)inaires  quadratiques  et  tirer  de  là  les  formules 
fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 

I.  Supposons  que  l'on  ait  attribué  d'une  manière  uniforme  les 
valeurs  d'un  paramètre  j",  ;  x^  aux  divers  points  d'une  conique  G-. 
A  chaque  droite  du  plan  de  cette  conique  sera  ainsi  attachée  une 
forme  binaire,  quadraticjue  en  X) ,  x.>,  avant  j)our  zéros  les  para- 
mètres des  points  de  rencontre  de  la  conique  avec  la  droite. 

En  partant  des  propriétés  des  formes  attachées  de  cette  façon  à 
plusieurs  droites  du  plan  de  la  coni(jue  (^-,  on  j)eut,  comme  on 
sait,  retrouver  toutes  les  relations  projectives  de  ce  système  de 
droites  à  la  conique  C-.  Il  doit  donc  y  avoir  moyen  d'exprimer  les 
rapports  anharmoniques  déterminés  par  la  conique  G-  sur  les  côtés 
a^  b^  c  d'un  triangle,  en  fonction  des  in\arianls  du  SNstème  simul- 
tané (les  trois  formes  quadratiques 

«ô       f>.i,      C.r, 

où 

a^  z=  aoo-]  -+-  y.c/)  .ri  .t.,  -\~  a2xl,     t/j.  =  Z'y  j"f  -i  . . . ,     <-,■  =  eo.rj  -\-. . ., 
respectivement  attachées  aux  trois  droites  a,  b,  r. 
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Gela  étant,  pour  avoir  les  rapports  anharmoniques  déterminés 
par  la  conique  G-  sur  les  côtés  /,  w,  n  du  triangle  polaire  réci- 
proque de. abc,  il  suffira  de  connaître  les  formes  /^,  m^,  «].  atta- 
chées aux  côtés  de  ce  nouveau  triangle. 

Or,  en  supposant  que  la  droite  /  soit  la  polaire  du  point  com- 
mun aux  droites  h  et  c,  on  remarque  que  la  forme  /^  doit  coïncider 
avec  lajacobiennc 

des  deux  formes  Z>;  et  c^..  Les  formes  attachées  aux  trois  droites 
/,  m,  n  doivent  ainsi  être  égales  à 

Les  relations  qui  existent  entre  les  rapports  anharmoniques 
déterminés  par  la  conique  G-  sur  les  côtés  des  deux  triangles  abc 
et  Inijf  pourront  donc  être  déduites  de  celles  qui  relient  les  inva- 
riants du  système  des  formes  a'I.,  b'^,  cl  à  ceux  du  système  cova- 
riant  /;,  ;;?;,  n^. 

On  parvient  ainsi  à  ce  résultat  : 

Les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  spliériquc 
correspondent  aux  relations  qui  lient  les  in^^ariants  simultanés 
du  système  de  formes  binaires 

a  Je,      bj,,      Cjc 

à  ceux  du  système  co^ariant 

(i)  Il  =  {bc)bjcCjc,     ml  =  {ca)cxax,     ni  =  (ab)  aj:b^. 

Nous  allons  indiquer  tout  de  suite  comment  on  peut  passer 
efléctivement  de  l'un  de  ces  systèmes  de  formules  à  l'autre. 

IL  Soient  a,  ^,  v  les  côtés  d'un  triangle  sphérique;  \,  ,a,  v  ceux 
de  son  triangle  polaire.  Soient  aussi  a,  b,  c  et  /,  m,  n  les  traces 
sur  le  plan  à  l'infini  des  plans  qui  portent  respectivement  les  arcs 
a,  [i,  Y  et  ).,  iji,  v;  et  supposons  que  les  couples  de  points  sni\aiil 
lesquels  le  cercle  à  Tinfini  sur  la  sphère  est  coupé  par  les  droites 
a,  b,  c  et  /,  ?n,  n  soient  i^epréscntés  respectivement  par  les  formes 
hinaires  a^,  bl,  c^.  et  l^,  m^,  ni,  liées  entre  elles  |)ar  les  rela- 
tions (i). 
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Les  invariants  du  svstènie  simultané  a'^,  b'i..  c^  sont,  comme  on 


sait, 

D23  =  (6c)-  =  60^2  — 261C1 -f- 6oCy.     D3,  =  (crt)2,      Dii  =  {abf, 

«n-      ^0-      Co 
R  =     «1.     ^1,     Ci 

I    a -2,       0-2,       C-2    ! 

De  même  les  invariants  du  svstème  /^,  /;?^.,  /?j^  sont  : 

du  —  (II'  y-,     f/22  =  (/«/«' )-,     di^  =  (nn'y-,     d23=^  (nin)-,    .... 

Mais,  comme  les  lormes  /^,  /«^,  /i^  sont  liées  à  «^.,  Z''^,  cj.  par  les 
relations  (i),  on  doit  avoir 

./,,  =  -^D22D33-D^3),    ...,  d.23=  -(L>3.t>.2- t>nL)i3),    ..., 


(2)< 


/•  =  R2 


Du,     Dj,,     D3 


D,2,      D22,      D32     , 

1^135        D23,        D33     I 

RiDu  =  n(ii2d3s-dl^),  ...,  IV-D.3  =  Hdiidiî-  dndii),  ..., 

O  =  Du  rf21-r-E)l2C^22 -H  1)13^231      O  =  Dj,  ^3, -f- Dij^jo-H  D,3  ^33,  .... 

Maintenant  les  formules,  essentielles  pour  notre  hul,  cpii  per- 
mettent de  passer  des  relations  précédentes,  bien  connues,  aux  lV>r- 
mules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  sont  les  sui- 
vantes : 


D23 


'1J„D, 


•  »      cos  î  = 


D, 


/L)33[>11 


j      cosY 


I),, 


^L);ri>.2 


â/  •^-^" 

V      i^22L^33 


(3) 


1  cos  A  = 


/f/22  ^33 


f/31                                                 </,î 
C(lS(X:=  »         CUSV    =:: : 


»        "22  «33 
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(où  £  doit  être  pris  égal  à  +  i  ou  à  —  r,  suivant  que  li  est  posilil' 
ou  négatif). 

Dans  ces  formules,  nous  avons  supposé  :  i°  que  les  formes  «^, 
^l-)  C'x  '^^^  ^té  préparées  de  telle  manière  que  l'on  ait  pour  cosa, 
coSj3,  cosy  des  valeurs  avec  des  signes  voulus;  2°  que  les  angles 
a,  ,S,  Y,  et  par  conséquent  aussi  les  angles  A,  ;jl,  v  ne  sont  point 
supérieurs  à?:.  Si  l'angle  a(^  ou  y)  devait  être  plus  grand  que  t., 
il  faudrait  faire  précéder  partout  le  radical  y^c/, ,  (\  V/^-..  ouy^c/s:,) 
du  signe  — . 

La  manière  dont  on  peut  tirer  des  relations  (2)  et  (3)  les  for- 
mules fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  n'offre  aucune 
particularité  notable. 


Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'une  courbe 
unicursale ;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  5  mai  1882.) 

Considérons    une  courbe   unicursale  d'ordre   p    définie  par  les 
équations 

fin „_       Ait) 


y  = 


Soit  un  système  de  courbes  de  degré  m  dont  l'équation  contient 
un  paramètre  variable  X  au  degré  k.  Nous  nous  proposons  de  trou- 
ver le  lieu  du  centre  des  movennes  distances  des  sommets  du  po- 
Ivgone  formé  par  les  points  communs  à  la  courbe  variable  et  à  la 
courbe  fixe. 

L'équation  de  la  courbe  variable  étant 

(1)  X^S,„--  )/-iS„„^. . .--  ^,„  =  o, 

les  valeurs  du  paramètre  t  correspondant  aux  points  considérés 
satisferont  à  Féquation  obtenue  en  remplaçant  dans  l'équation  (^i), 
X  et  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  i,  équation  qui  sera  de  la 
forme 

(2)  X/.o„,^( r)-f  ...  =  o. 
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Les  abscisses  des  points  communs  seront  données  par  les  rela- 
tions 

B  G  L 

^1    =  A  -+- 


/>  —  a 


^m.  =  A  + 


B 


'«ir.       ^ 


Si  donc  on  désigne  par  X  l'abscisse  du  centre  des  moyennes  di- 
slances, on  aura 

m  p  X  =  m  0  A  -i-  B   > (-  G   >  -„  -+-•••■, 

'^  '  ^t  —  'X  .tmdt—'^ 

1  1 

OU  bien 

mpX  =  A  H-  B     ,  •"'■ H  G  ,  ,  •  "'■    ^ ! 

On  trouve  pour  Y  une  expression  analogue,  et  l'on  conclut  de 
là  que  le  centre  des  moyennes  distances  décrit  une  courbe  unicur- 
sale  de  degré  ok;  soit  )v,  une  racine  de  l'équation 

Y 

Pour  )v  =  )., ,  X  et  Y  deviennent  infinis,  et  le  rapport  :^  est  égal 

à  -^  :  donc  les  asymptotes  delà  courbe  sont  parallèles  à  celles  delà 

courbe  unicursale  donnée,  et  chaque  direction  asyiuptotique  de  la 
courbe  unicursale  est  une  direction  asyniptotique  multiple  d'ordre  />• 
du  lieu  cherché. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

THÉORi-:ME.  —  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  dislances  des 
points  communs  à  une  courbe  unicursnit'  Ji.rc  d  ordre  p  et  à  un 
système  de  courbes  d'ordie  m,  dont  rérjuation  contient  un  pa- 
ramètre variable  au  dei^ré  /,-,  est  une  courbe  unicursale 
d'ordre  z/c,  avant  pour  dircctin/is  as)  /n/i/ofii/r/es  multi/des 
d'ordre  /.  les  directions  nsyni/ilnl lifucs  de  la  courbe  unicur- 
sale. 

Il  liilil  iriii;il(|ll(r  (|il('  hMlcgri-  (hl  lien  iir  (li'|)rii(l  p;is  (h'  ///.  l-c 
théorème  pn''C(''d«.'nt  (h  m  lit-  lieu  ;i  un  i^iiiinl  iminhrc  de  r('->iihiils  pai"- 
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ticuliers  ;  l'un  des  plus  intéressants  est  celui  où  l'on  a  k  ^  i  :  alors 
le  système  des  courbes  variables  forme  un  faisceau,  et  le  lieu  \ 
est  une  courbe  d'ordre  p,  avant  mêmes  directions  asymptotiques 
que  la  courbe  unicursale. 

En  particulier,  considérons  une  conique  fixe  et  un  polygone  va- 
riable inscrit  dans  cette  conique  et  circonscrit  aune  autre  conique 
fixe.  Si  l'on  appelle  t  le  paramètre  définissant  un  sommet  du  poly- 
gone, nous  avons  établi  que  les  m  valeurs  de  t  correspondant  à 
l'un  des  polygones  satisfaisaient  à  une  équation  de  degré  m  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  A,  la 
variation  de  ce  paramètre  correspondant  au  déplacement  continu 
de  ce  polygone;  dès  lors  les  calculs  et  les  résultats  sont  appli- 
cables, et  Ion  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances  des 
sommets  d'un  polygone  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques 
fixe  est  une  conicjue  homotJiétique  à  celle  dcins  laquelle  le  po- 
lygone est  inscrit. 

On  en  conclut,  en  particulier,  que  si  un  polygone  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  une  conique,  le  centre 
des  moyennes  distances  des  sommets  décrit  un  cercle  ;  ce  cercle  se 
réduit  à  un  point  lorsque  la  conique  à  laquelle  le  polygone  est  cir- 
conscrit a  l'un  de  ses  fovers  au  centre  du  cercle  dans  lequel  le  po- 
lygone est  inscrit. 


Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  V équation  du  qua- 
trième degré,  et  son  application  à  quelques  équations  de  de- 
grés supérieurs  ;  par  M.  Perrin. 

»  (Séance  du  kj  mai  1882.) 

l.  La  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré,  privée  de  son 
second  terme 

(i)  r' -f-/»:r-i- <7  =  o, 

peut    être    considérée   comme    se    déduisant    inunédiatomcnt    de 
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ridentité  évidente 

dans  laquelle  a  et  /;  sont  deux  quantités  arbitraires. 

Pour  identifier  (i)  avec  (2),  il  suffit,  en  effet,  de  poser 

x  =  a-T-b.    p= — iob.     q=  —  (a^-^b^), 

et  ces  trois  relations  montrent  que,  si  l'on  détermine  a  et  b  de 
telle  sorte  que  a^  et  b^  soient  les  racines  de  l'équation 

et  que  le  produit  ab  soit  bien  égal  à  — "^^  la  valeur  jr  =  rt-|-^ 

satisfera  à  l'équation  (i),  et  fournira,  par  conséquent,  l'expression 
d'une  de  ses  racines,  d'ovi  la  formule  de  Cardan  et  la  règle  à 
suivre  pour  associer  entre  elles  les  valeurs  des  deux  radicaux  cu- 
biques. 

2.  Essayons  de  ramener  de  même  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré,  débarrassée  de  son  second  terme, 

(3)  x* -!-px- -i- qx -T- r  =^  o, 

à  une  identité  analogue  à  (2),  c'est-à-dire  dont  le  premier  mem- 
bre soit  une  fonction  svmélrique  et  homogène  du  quatrième  degré 
de  trois  arbitraires  «,  6,  c,  et  ne  renferme  que  la  somme  a-~b-\-c 
d'une  part,  et  que  des  fonctions  svmétriques  de  puissances  sem- 
blables de  a,  b,  c  d'autre  part.  Celte  identité  devra  être  de  la 
forme 

(4)  (a  —  b-^-ci^-^Xi^a  —  b-^c)-  —  B{^a  —  b-^c)—C  =  o, 

où  A,  B,  c  devront  être  des  fonctions  s\  métriques  de  a,  b,  c  res- 
pcctivcmont  du  deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  il 
est  naturel,  puisque  le  [)roduit  abc  nous  fournit  déjà  pour  B  une 
fonction  du  troisième  degré,  d'essayer  de  former  A  et  C  avec  des 
fonctions  symétriques  de  a-,  b-,  r-,  et  de  poser  par  conséquent, 
en  désignant  par  A,  a,  v,  p  quatre  indéterminées  nunirritjiies, 

\  (a  ~  b  -i-  0^  -i-  \l.a*(a  -r-  h  ~  r  t*  -r-  'xabc(fi  -T-  b  -¥-  c) 
(  -)  I         j 


—  lil  - 

Pour  que  cette  relation  soit  identique,  c'est-à-dire  vraie,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  «,  b,  c,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de 
faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  a' ,  a^b^a- b-,  a-bc  soient 
nuls;  car,  en  vertu  de  la  symétrie,  tous  les  autres  termes  disparaî- 
tront aussi  d'eux-mêmes.  Mais,  pour  annuler  ces  quatre  coeffi- 
cients, nous  disposons  précisément  de  quatre  indéterminées  A,  u, 
V,  p.  Ecrivant  donc  que  les  quatre  coefficients  dont  il  s'agit  sont 
nuls,  nous  avons,  pour  déterminer  \,  tj.,  v,  p,  les  quatre  équations 

a'* I  -4-  ),  -i-  V  =  o, 

a^b }-i-2X  =  o, 

a-b^ 6  -t-  2  X  -i-  2  V  -(-  p  =  o, 

a-bc 12 -i- 2X  M- [JL  =  o, 

d'où  on  déduit 

X=  — -2,      [x=— 8,     v  =  i,      p=  — 4, 

ce  qui  donne,  pour  l'identité  eliercliée, 

I  {a+ b  ^  c)'* —  i^a^'ia-^  b -^  c)- 

\        — 8a6c(a  +  6-j-c)  +  (Sa2)2  — 4Sa262  =  o. 

Il  ne  reste  plus  dès  lors  qu'à  identifier  les  premiers  membres 
de  (3)  et  de  (6)  en  posant 

x^=a->r-b-^c.    /J  =  —  l'Za-,     q=  —  8abc,     r  =  (I.a-)-  —  4^^"^"> 

on  en  conclut 

2168 

Si  donc  on  prend  pour  a-,  b-,  c-  les  Irois  racines  ),,  r^,  13  de 
la  résolvante 

2  16         '^  64 

a  -}-  b  +  c  ou  y/^,  -(-  y  l'o  -f-  y  j':i  sera  une  racine  de  l'équalion  (3), 
pourvu  que  l'on  ait  associé  les  radicaux  carrés  avec  les  signes  con- 
venables pour  que  leur  produit  donne  bien  —  4î  ce  qui  fera  dis- 
paraître l'ambiguïté  provenant  des  doubles  signes  et  foui-nira  seu- 
lement les  quatre  racines. 


—   ii2  - 

La  résolvante  (7)  est  précisément,  à  un  facteur  constant  près, 
celle  que  donne  la  méthode  de  Lagrange  appliquée  à  la  fonction 
suivante  des  racines  de  (3) 

y  =:  X i  -+•  û^'-i  —  T3  —  Xj,. 

3.  Si  l'on  pouvait,  par  un  moyen  quelconque,  former  pour  les 
degrés  supérieurs  au  quatrième  des  identités  analogues  à  (2)  et  (6), 
on  pourrait  sans  doute  en  déduire  la  résolution  d'équations  cor- 
respondantes. Or,  il  est  facile  de  former  de  telles  identités  soit 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  que  nous  venons 
d'employer  pour  obtenir  l'identité  (6),  soit  d'une  manière  beau- 
coup plus  simple  en  utilisant  les  formules  bien  connues  qui 
donnent  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation 
exprimées  au  moyen  des  coefficients  de  cette  équation.  Soient 
en  effet  a<,«o,  ...,  a„,  n  quantités  arbitraires;  désignons  par 
Xt,x-2,'  •  '  f-x^n  leur  somme,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc.,  jusqu'à  leur  produit  «1  «o.  •  -(f/i-  Désignons  de 
même  par  j^,  ,j'2?  •  •  •  }Jn  la  somme  des  puissances  /;i"  '"«  de  ces  quan- 
tités, la  somme  des  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  de  ces 
puissances,  la  dernière  quantité  j'„  étant  par  conséquent  égale  à 
x'^.  On  sait  exprimer  les  n —  i  quantités  >'(,  j'^,  •  .  •,  Vn-t  en 
fonction  entière  de  x,,  Xo,  •  •  .  ,^h.  Si  entre  ces  n  —  1  relations  on 
élimine  n  —  2  des  quantités  ^,,  Xj, . .  .  ,^„_,,  on  obtiendra  une 
relation  qui  ne  contiendra  plus  que  les  j',  avec  x„  qui  peut  être 
remplacé  par  SVn,  et  celle  que  l'on  voudra  des  quantités  x,  par 
exemple  ^,.  On  aura  donc  une  identité  homogène  qui  contiendra 
les  diverses  puissances  de  ^,,  c'est-à-dire  de  («1  +^2 -H-  •  •  +  ^/«)> 
multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des  puissances  a"', 
a^,  . .  . ,  a"^,  et,  si  cette  identité  renferme  :r,  à  une  puissance  /'  su- 
périeure à  n,  on  pourra  s'en  servir  pour  ramener  la  résolution 
d'une  certaine  classe  d'équations  de  degr(''  /•  à  h»  résohilion  d'une 
équation  de  degré  /i. 

Si,  en  piiiliculier,  on  suppose  n  =  •>.,  m  =  '.'),  ce  procédé  donne 
immédiatement  l'identité  (2);  si  l'on  fait  n  =  3,  /n  =  2,  il  conduit 
à  éliminer  .r^  enlic  les  deux  relations 

ri  —  x]    -  iTi, 
yj  =  .rj    -2.r,./-3, 
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ce  qui  donne 

x\  —  2yix'l  —  SXiXi  -h  j?  —  472  =  o, 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  respectivement  ^(,  Xs^y^Vi  par  leurs 
valeurs  a  -\-  b  -h  c,  abc,  a-  +  Z»-  +  c-,  a-  b-  -\~  a^c-  +  b-  c-,  pré- 
cisément l'identité  (6). 

Au  lieu  d'éliminer  ^2?  on  aurait  pu  éliminer  ^,,  ce  qui  aurait 
donné 

xt  —  aj'ixl  —  Sxlxo-\-rl  ~  ^yixl  =  o, 

et  par  conséquent  l'identité 

1  (ab  -+■  ac  -{-  bc)'*  —  'i,I.a^b-{ab  -\-  ac  -^  bc)^ 

\       —8a^b-^c^ab-^ac-^  bc)-T-(j:a'^b^y-  —  ^a^'b^c'^la^  =  o. 

En  appliquant  cette  identité  à  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré  (3),  on  aurait  été  conduit  à  la  nouvelle  résolvante 
que  voici 

z^  +  ^ i-  52  -  -^  3  +  4  =  o. 

•2^  2  8  • 

Si  z,,Z2,:-3  sont  ses  trois  racines,  les  quatre  racines  de  (3)  seront 
données  par  la  formule 

les  signes  étant  choisis  de  manière  que  le  produit  des  trois  radi- 
caux donne  bien  —  ^  • 

o 

4.  L'hypothèse  n  =  'i,  m=  3  conduit,  quelle  que  soit  la  quan- 
tité X  éliminée,  à  une  identité  qui  n'offre  aucun  intérêt,  parce  que 
l'équation  correspondante  du  neuvième  degré  se  ramène  immé- 
diatement au  troisième.  Il  en  est  de  même  pour  le  cas  de  n  =  2, 
m  =  4 ,  où  les  identités  qu'on  obtient  correspondent  à  des  équations 
du  huitième  degré  se  ramenant  immédiatement  au  quatrième. 

Faisons  encore  n=  2,  m  =  5.  Les  formides  de  Newton  donnent 

r,  =07^  —  jx^x-i  -f-  'yx^x'l, 
d'oM  l'identité,  d'ailleurs  facile  à  établir  directement, 
(  ()  )         (  <t  -f-  b  )'■>  —  >  fib  {  n  -~  b  f  ~-  5  a-  b^  (  a  -h  b)  —  (  «*  -h  b^)  =  o. 


-  Mi  - 

Comparons  avec  l'équation  du  cinquième  degré  privée  de  son 
second  terme 

Pour  identifier  les  premiers  membres   de  (9)  et  (10),  il  faudra 
supposer  q  z=  o,  puis  poser 

—  5ab  =  p, 
5  «2  b"-  =  r, 

a«  _f-  ^5  =  —  s; 

ce  qui  n'est  possible  que  si  p-  =■-  5  r. 

Si  donc  les  coefficients  de  Féquation  (10)  satisfont  à  ces  deux 
conditions,  savoir 

(11)  cj  =  o^    p-  —  ^r  =  o, 

elle  admettra  pouri^acine  a  +  b,  n^  el  b-^  étant  les  deux  racines  de 

72  _t-  sy  —  i—  =0, 

et  ayant,  par  suite,  pour  valeurs 


Si  donc  a,  h  sont  respectivement  deux  valeurs  des  radicaux 


choisies  de  manière  que  leur  produit  ab  soit  bien  égal  à  —  ^j  et  si 

h  est  une  racine  cinquième  d(!  Iiinilé.  antre  (|ue  1,  les  cinq  racines 
de  ré(juation  (10)  seront  évidemment 

(i  -I-  b, 

(>onune  exemple  sim|tl(;  (r«'(]iial  ion  du   (;MK|iiième   degré    satis- 
l'aisanl    aux     condilitMis     (  1  i  ),     on    peut    citer    celle    (|ui     donne 


-  urj  - 

.^  =  sin  ^  en  fonction  de  sin'^  =  m\  cette  équation  est  la  suivante 


5  5  m 

xo—  -  x^-^  —  X =  o, 

4  i6  i6 


et  l'expression  générale  de  ses  cinq  racines  est,  par  suite, 


d'après  la  formule  donnée  ci-dessus.  Il  est  remarquable  que,  lorsque 
—  i-</?z  <<  I,  les  cinq  racines  soient  toutes  réelles,  et  que  cepen- 
dant la  formule  les  donne  compliquées  d'imaginaires,  comme  la 
formule  de  Cardan  pour  le  cas  irréductible  du  troisième  degré. 

L'équation  générale  du  cinquième  degré  ne  peut  être  ramenée  à 
satisfaire  aux  conditions  (ii),  par  une  transformation  de  Tschir- 
naûs,  qu'en  résolvant  trois  équations  simultanées  du  premier,  du 
troisième  et  du  quatrième  degré  ;  et,  par  une  transformation 
linéaire,  que  s'il  existe  entre  les  invariants  de  la  forme  du  cin- 
quième degré,  qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation,  une 
certaine  relation  qu'il  est  facile  de  trouver.  Désignons,  suivant  la 
notation  de  M.  Salmon  [Leçons  d'Algèbre  supérieure),  par  J, 
K,  L  les  invariants  fondamentaux  du  quatrième,  du  huitième  et 
du  douzième  ordre;  en  supposant  les  relations  (ii)  satisfaites  et 
le  coefficient  de  x'*  nul,  ces  invariants  deviennent  des  fonctions  de 
jy  et  s;  en  éliminant  ces  deux  quantités  entre  les  trois  expressions 
obtenues,  on  trouve  aisément  la  relation  cherchée,  qui  peut  s'écrire 
sous  la  forme  suivante 

(19.)  a(i25  -h-  3r)ia"|2  —  {(  238a  —  5'^)-  =  o. 

a  désignant   l'invariant   absolu     i ^j-^— .  qui  s'annule  (jiiand  la 

forme  admet  un  facteur  carré,  et  ^  l'invariant   absolu  i —  -— i!îr- * 

qui  s'annule  en  même  temps  que  le  précédent  lorsque  la  forme 
admet  deux  facteurs  carrés.  On  voit  que,  si  la  condition  (i:>.)  est 
satisfaite,  l'un  des  invariants  absolus  a,  [^  ne  peut  s'annuler  sans 
l'autre;  il  existe  donc  zéi'o  ou  deux  facteurs  cai'rés,  ce  qui  résulte- 
rait aussi  de  la  discussion  des  valeurs  données  ci-dessus  |H)ur  les 
cinq  racines. 

X.  lo 
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o.  Les  identités  (2)  et  (9)  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de 
celle-ci, 

1(a  —  b)'"  —  mabia^  èV"---f-  m  "^  a-b-ia^  b)"^-^ 

^  1.2 

^.^j  ^        —m  ^——, a5èH«-^^)'""* 

-^  m  —  a'b'(a^b)'"-»  —  .  .  .  — (a'"-f-6'")  =  o, 

l.:>.3.4 

dont  il  est  aisé  de  vérifier  l'exactitude  en  s'assurant  que,  si  elle  est 
vraie  pour  /n=p  —  1  et  tu  =/>.  elle  lest  aussi  pour  nt  =y?-j-i. 

Au  moven  de  cette  identité  (i3),  on  peut  évidemment  obtenir 
l'expression  des  m  racines  de  toute  équation  de  degré  impair  ne 
contenant  que  les  puissances  impaires  de  l'inconnue,  et  dans  la- 
quelle les  coeffii(^ients  de  ces  puissances  ne   dépendent  que  d'un 

seul  paramètre,  en  vertu  de relations  qu'il  est  facile  d'éci'ire, 

à  l'inspection  de  lidenlité  (i3),  sous  la  forme  abrégée 

(m  —  k  —  i)(  m  —  k  —  T.).  .  .{  ni  —  2  /.  -^  i  )     t. 
(^^>  J"'-'  =  ■ i.-2...k:m. ^^' 

OÙ  p.2k  est  le  coefficient  de  x^~'-'^ ,  le  terme  indépendant  restant 
d'ailleurs  tout  à  lait  arbitraire. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  la  formule  de  Cardan  apparaît 
comme  la  première  d'une  série  indéfinie  de  formules  semblables, 
qui  s'appliquent  à  une  série  de  groupes  d'équations  de  tous  les 
degrés  impairs;  pour  chaque  degré  /??,  le  groupe  d'équations  réso- 
lubles par  cotte  formule  est  défini  j)ar  m  —  \  équations  de  condi- 
tion entre  les  invariants  de  la  forme  de  degré  m.  Pour  m  =  3,  ce 
groupe  comprend  donc  la  totalité  des  équations  de  ce  degré,  et  la 
formule  donne  la  résolution  de  l'équation  générale;  pour  m  >»  3, 
il  ne  comprend  j)lus  (piuii  groupe  spécial  d'équations  du  degré 
considéré,  et  d'autant  plus  spécial  (|uo  ce  degré  est  lui-même  plus 
élevé. 


iVi 


Sur  les  intégrales  définies  uniformément  convergentes; 
par  AI.  Si:liva^off. 

(Séances  du  19  mai  et  du  2  juin  1882.) 

Supposons  que  la  fonction/(T,  ;;)  reste  finie  et  continue  entre 
les  limites  de  l'intégration,  lorsqu'on  donne  à  x  les  valeurs  con- 
tenues dans  un  certain  contour  et  que  l'intégrale  soit  finie  et  déter- 
minée. 

La  fonction 

'a 

n'est  plus  une  fonction  continue,  et  généralement  légalité 

d^U)^    Ç'^ôfiT.  z) ^_ 
dx  J„  f)x 

est  en  défaut. 

En  effet,  supposons  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  ;:;  entre  «*et 
6,  la  fonction  soit  décomposable  de  la  manière  suivante  : 

f(x-{-  h,  z)  ==f(.T,  z)^  h'^(ar,  z)-{-  Ivb^h,  z), 

'Il [h,  -■)  s'annulant  pour  h  =  o. 

La  fonction  '-p(^,  j)  est  alors  la  dérivée  de/(x,  z)  par  rapportai. 
En  intégrant,  on  aura 

^(x-^h)=    f  /(x-^h,  z )  dz 

'-'a 

pb  pli  ph 

=    j    f(x,  z)dz^  />    /     '^(x,  z)dz-^  h    I     'l(h.  z)dz. 
Pour  que  l'intégrale 

^  a  'J  a 

soit  la  dérivée  de  0(:r  ),  il  faut  et  il  suffit  que 

r  4/(/i.  z)dz^{h  —  a-)^{luX,) 

*    a. 

s'iinnuh*  pour  h  =  0. 


-    lis  - 

Celle  eondiuoii  .sera  évidcnimenl  salislaile  dans  le  cas  où  a  et  b 
sont  iinis  et  '}(o,  ^)  =  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  ,:;  entre  a  et  b. 

Si  la  fonction  'i>(A,  :;)  a  la  forme  h'h^{li,  z)^  la  condition  à 
laquelle  elle  est  soumise  sera  satisfaite  pourvu  que  '}i(o,  c)  reste 
finie  entre  les  limites  d'intégration. 

Si  la  fonction  /"(a',  ;)  a  deux  dérivées  par  rapport  à  r,  on  peut 
(■crirc,  d'après  le  théorème  de  Tavlor. 

/■(  X  ^  h,  z)  =/{a?,  z)-\-  hf\j\  z)  -i -/"{-^  -I-  0/<,  z). 

f"{x,  z)  sera  finie,.  s\  f(x,  z)  et /'(jc,  z)  restent  finies  et  conlinues 
pour  toutes  les  valeurs  de  c  entre  a  et  b. 
Nous  avons  donc  le  théorème  : 

()/i  priil  di  IJ'i'ioulii'v  soi/s  le  sia/ir    1   F  intégrale 


f 


II 
/■(  ,r.  ;;  l  t/z. 


<iy<iiit  SCS  liiiiilrs  Jinies,  si  /(t  fo/ic/io/t  /[.r,  z)  et  s/t  proDiièrr 
dériver  irs/r/>f  finies  cl  eonliiiues  en  Ire  les  lirniles  d'i/tfé^rdtion 
et  si  1(1  denj'iènie  dérivée  existe. 

Xousnous  proposons  la  question  :  Penl-on,  dans  certains  cas, 
di /j'érenlier  sous  le  signe,  si  une  des  limites  d'intéi^ralion  est 
infinie?  La  proposition  précédente  est  en  (h'faul  et  il  liuit  Irouxcr 
un  autre  moyen  de  résoudre  la  question. 

Les  mêmes  difficultés  subsistent  pour  les  séries.  Chacun  des 
termes  de  la  série  est  une  fonction  continue  de  la  variable  ;  il  n'en 
est  pas  toujours  de  même  pour  la  série.  La  ilérivée  de  la  séi'ie  n'est 
pas  toujours  égah^  à  la  somme  des  dérivées  tie  ses  termes. 

Il  V  a  (•c|>endant  une  classe  de  séries  infinies  qui  olfrc  une  cer- 
laiiic  aiialnyie  avec  les  louchons  l'alioiiiiclles.  (  îe  sont  les  séries 
uni  fermement  converj^entes,  ainsi  cpTa  démontré  iSL  ^Veierstrass 
dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences  de  lierlin 
du  mois  d'août  1X80.  (  [  oir  la  traduclion  fratu^aise  de  ce  Mémoire 
dans  le  liiillrlin  des  Sciences  mulhémuliiiucs  de  i\L  Darltoiix, 
avril   i88i,  p.   i(ii-i()1.) 

La  mi'lhode  de  ^L  AN  eierslrass,  appJKpK'c  aux  iMl<\:;rales  définies, 
donne    le  movcii    ^\c   in'soikIic  iioIic   (pirsiinri. 


-    li!»  - 
1 .    L  intégrale 

^(^)=    f    Jix,  z)dz 

est  dite  uniforme  ment  convergente  si,  pour  loutfs  les  valeurs  de 
X  contenues  dans  l'intérieur  d'un  certain  contour,  on  peut  déter- 
miner un  nombre />  tel,  qu'en  prenant  m^ p  on  ait 

iTiod    /     f(x,z)dz<ik, 

'Ht 

/.étant  une  quantité  aussi  pctile  qu'on  voudra,  et  donnée  d'avance. 
Considérons  la  différence 

En  partageant  l'inlégrale  en  deux  parties,  nous  aurons 

\f{x^  h,  z)—f(x,  z)\dz 

»  a 

—  \     1     /tx-^h,z)dz —    1      /ix,z)dz    . 

Le  premier  terme  est  infiniment  petit  avec  //,  car  il  est  égal  à 

(m  —  a)[/(x-^h,  l)—f(x,  1)1 

"C,  étant  compris  entre  «  et  m. 

Si  les  quantités  x  et  x  -\-  h  sont  coulenucs  dans  !(•  contour  de 
convergence  uniforme,  on  a  pour  le  second  terme 

I    f    f(x-\-  h,  z)dz    -    I     f(x,  z)dz\<'j.k(^  }. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  elle  est  une 
fonction  continue,  pour  les  valeurs  du  paramètre  contenues 
dans  le  contour  de  convergence  uniforme. 


(')  T.e  signe  |  |  désigne,  H'aprè«  M.  \A'eierslrass,  le  nrioflnle. 
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2.   Supposons  que,  pour  toutes  les  imleurs  de  z  plus  grandes 
que  a,  on  ait  le  développement 

Si,  pour  \x\=z  r, 

1/(^,^)1  S^, 

g  étant  une  fonction  de  :;  finie  pour  z  >>  a,  on  a,  d'après  une  pro- 
position connue, 

\on{^)\'kgr-. 

En  se  fondant  sur  ce  théorème,  nous  avons,  pour  |  j;- 1  =  ;■,-<  /•, 

'-"im-r- (3)' -■■■]' 

ou 


|H„,^-^.(^) 


I 


On  voit  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  <C  /", 

lim  R«(j-,  s)  =  o. 

En  intégrant  depuis  f/ jusqu'à  ni^  on  trouve 

f     f{x,z)dz 

a 

=    /      ':^^^{z)dz-^-  X    I      Oi{z)  dz  -{- .  . . 

'J  a  'J  <i 

\       'i„_i(^)r/--~     /       Wni-r,  z)dz. 
Il  i  a 

Le  lerme  conipl('nicul;iirc  :>  |)()iir  limite  /.rro  ([iiaïul  m  cioîl  iiuN'- 
linimenl,  comme  on  le  xoil  riicileiiient  (Tapirs  la  valeur  moyenne 
de  celle  intégrale,  à  savoir 

(m  —  ^/ )!{„(./•,  ^). 
Mais  II  esl  lii(lls|)cn>iilili-  (|iic  ///  soit  Jiiii  ri  ijnr  j  .r  |  ■<  /•. 
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Sous  ces  conditions,  Vintésrale 


^  a 


z)dz 


est  développable  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Nous  allons  démontrer  que  la  même  proposition  a  lieu  pour 


l'intégrale 


?,  z)d-^, 


si  elle  est  uniformément  convergente,  pour  \x\^r 
Supposons  que 


f^f(x,z)dz 


^  A-,     \x\  étant  1  r. 


En  prenant  un   nombre  m'  plus  grand   que   m,  mais  fini,  nous 
avons 

J^  m' 
f      /{x,z)dz 
m 

J^  ni                                       p  m'                                                        ^  ni 
'        0(^{z)dz  —  x    I        Oi(z)dz  +.  .  .+  X'^    I       'On{z)dz-+' 
m.                                        '-'ni                                                         «^//^ 

Pour  I  a:  [  =  /•,  nous  aurons  a  fortiori 


I  r  f{x,z)dz 

et,  d'après  le  théorème  déjà  mentionné, 


A-, 


„rn' 
I        Ori{z)dz 


<  kr-'K 


Rien  n'oblige  maintenant   à  laisser  m'  fini,   puisque  la  seconde 
partie  est  indépendante  de  m' . 
Nous  avons  donc 


l'intégrale 

est  par  conséquent  finie 


/      o,t(.-^)dz 

*■  n 


<  /./-«; 
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Il  ne  reste  plus  que  quelques  mots  pour  achever  la  démonstra- 
tion. 

Faisons  la  différence 

S   =      r     f{X,   Z)(lz--^  X"      C      On  i^)dz 

=    C    f^x,  z)dz  —  ^x'^    f    On{^)dz, 

puisque  nous  avons  déjà  démontré  que 

r    f{x,  z)  dz  =  y  a"»    /      Oniz)  dz. 

«    «  „  ^  a 

0=0 

Posons  I  j:"  I  =  /•,  <<  /■, 

|S|l|    f\ax,z)dz    -^^r'l\    f    o„(z)dz 


En  faisant  grandir /;^  on  peut  faire  A'  aussi  petit  que  Ion  veut;  S, 
pouvant  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut,  doit  être  égal  à  o, 
parce  qu'elle  est  indépendante  de  /;?.  Donc 

f^f(x,z)dz=yx-     f      On{z)dz. 

3.   Voici  une  conséquence  de  celte  proposition. 
Supposons  (pic  riiitégrale 


* 


(x-f-/i)=    j     /{x-\-h,  z 


)dz 


soit  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  //  dont  le  mo- 
dule est  égal  ou  <  /•  et  que  la  fonction /(r  -h  h,  z)  soit  pour  les 
mêmes  valeurs  développahle  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  /?. 


D'après  le  théorème  de  Taylor, 

et,  comme  nous  avons  démontré, 

^{x-\-  h) 

tJ  a  '-'a  ^  a 

Nous  voyons  que  <ï>(xH-/i)  est  aussi  développable  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  h,  ou,  d'après  M.  Weierstrass, 
la  fonction  <I>(.r)  se  comporte  régulièrement  dans  le  voisinage 
du  point  X. 

Par  conséquent, 

En  égalant  les  coefficients,  nous  trouvons 

'^u  '-'a 

On  peut  donc  différentier  sous  le  signe   1  autant  de  fois  que 

Von  veut,  si,  dans  le  voisinage  du  point  x,  l'intégrale  est  uni- 
formément convergente  et  la  fonction  f  se  comporte  régulière- 
ment. 

4.   Comme  exemple,  considérons  l'intégrale 

Elle  est  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles 

et  positives  de  x,  ou  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

En  effet,  posons 

X  :=  t  -r-  ni,     ^  >  o  ; 


I      e-('+«')^'  dz\<.    r    e-t-~  dz, 

'-'m  I  '-'m 
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En  prenant  pour  t  une  valeur  positive  rt,  on  détermine  m  de  telle 
façon  que 

p—mt 

—  <'■■■■ 

cette  inégalité  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t  plus  grandes 
que  a. 
Donc 


r 


e-^-'  dz 


k. 


La  fonction  ^{jc)  est   continue  dans  le  voisinage  de  tous  les 
points  X  situés  à  droite  de  l'axe  des  ordonnées. 
L'intégrale 


0(^-^/0=    f    e-  i-^+/'i2'  dz 


est  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  h  telles  que  les 
points  X  -\- h  soient  à  l'intérieur  d'un  cercle  situé  adroite  de  l'axe 
des  ordonnées  et  ayant  x  pour  centre. 

La  fonction  e-(^+/'i='  est  développable  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  h  dans  ce  même  cercle. 

Donc 

[lu       /»=  f"    d"- 

dx"' j      ^  "  ~  .1      5^ 

5.  Comme  second  exemple,  considérons  l'intégrale  de  Laplace 

J/»  ÛO 
r    cos  xz   , 

finie  et  déterminée  pour  x  réel. 

La  fonction 

cos  (X  -^  h)z 

est  développable  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  A, 
'      mais   l'intégrale    <P(j:'-j-//)  n'est  pas  uniformément   convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  inlérieur  ou  égal 
à  /•. 


L'intégrale 


.  ,  ,  /      r()s(x  -+-  h  )z    , 


devient  même  infinie,  si  li  est  imaginaire.  La  valeur  absolue  de 
cosx  est  <<  I  seulement  dans  le  cas  de  x  réel.  Lorsqu'on  donne  à 
X  une  valeur  imaginaire,  cosj:  croît  indéfiniment  avec  le  module 
de  X  et  de  telle  façon  que 


lim 


=  xi ,      lim  \x\  =  oc 


Pour  reconnaître  si  l'on  peut  différentier  notre  intégrale  sous 
le  signe    /  ,  il  faut  recourir  à  la  méthode  générale. 
En  employant  la  formule  de  Taylor 

cos(:r  +  h)  =  cosa;  —  ]is\nx  —  h~  cos(a;  -\-  6  A), 

on  trouve  sur-le-champ 

(^(x  -h  h)  =  ^(x)  —  h    / dz  —  /i2    /      ^^— '— 

On  a  l'égalité 

cl^bix)  _         Ç-^ zsmxz 

l'expression 

,     /"°^2cos(.r-f- 0/i)-3    , 
h    I      r dz 


dz 


X 


s'annule  pour  h  =  o,  ce  qui  a  lieu  en  effet. 


L'intégrale 


i: 


■cosxz    , 
T-  dz 


est  décomposable  en  deux  : 

'  cos.r^  dz 


r                  ,           f"^  cosxz  d. 
I      cas  xzdz —    /      - 


La  première  intégrale  est  finie,  quoique  indéterminée;  la  seconde 
est  finie  et  déterminée.  Le  produit  de  cette  expression  par  h  s'an- 
nule donc  pour  h  =  o. 

Voici  la  conclusion  : 


L'intégrale 


a)(j-)=  /    ,ff^ 

.L        1-4-2- 
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peut  être  diflerentiée  sous  le  signe  et  on  obtient  Tintégrale 


0       I  +  -' 


dz 


qui  est  nécessairement  finie  et  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  a:. 

Appliquons  le  même  raisonnement  à  l'intégrale 


* 


(x)  =    I      -dz. 


Nous  trouverons  qu'elle  peut  être  diflerentiée  si  l'expression 

'Js\n(x  -^  %h)z 


r 


dz 


s'annule  pour  /i  =  o. 

Nous  ne  savons  pas  ce  que  devient  cette  expression  pour  h  =  o, 
puisque  l'intégrale  qui  multiplie  h  est  infinie. 

Dans  ce  cas  particulier,  il  y  a  un  moven  indirect  de  conclure 
que  la  difl'érentiation  est  impossible.  Le  résultat  est  l'intégrale 


r^ 


—  djz 


indéterminée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a:,  et  il  est  impos- 
sible qu'elle  soit  la  dérivée  d'une  fonction  finie  et  déterminée. 

On  sait  que 

r°°  cosxzds       r 

/      =  -  e-^. 

Par  la  diflc-renlialion,  on  trouve 

r'zsinxz^^^^ 

Jo       '-^-'  ^- 

c'est  donc  une  fonction  finie  et  déU'rminée  avant  une  ilérivéc. 


Donc  l'égalité 


est  en  rjéfaiit . 
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6.    La  règle  de  différentialioii  sous  le  signe    /  n'est  pas  appli- 
cable aux  intégrales  de  la  forme 


'J  n 


fiX.  Z.\ 


dz, 


puisque  la  quantité  sous  le  signe  devient  infinie  pour  z  =^  h. 
Cette  intégrale   a  une  valeur  finie  et  déterminée,  si  n  est  <Ci 
En  faisant  la  substitution 


^-"-T 


nous  ramènerons  l'intégrale  à  la  forme  déjà  considérée 


J 


fl—n 


dt. 


La  fonction  sous  le  signe    /  est  finie  ef  continue  entre  les  limites 


d'intégration. 


Sur  1rs  résidus  cubiques  et  biquadratiques,  suivant  un  module 
premier  ;  par  M.  A.-E.  Pellet. 

(Scanre  du  i6  juin  1882.) 

1.   Soient   ^   une   racine  de  l'équation— =  o,   p   élant    un 

nombre  premier,  g  une  racine  primitive  de/>,  et  e  un  diviseur  de 
j>  —  I  ;    nous  poserons 


fj.?'-*--"^  ne  prend  que  (>)  valeurs  différentes  lorsque,  i  élant  constant, 
on  fait  varier  y.  Soit 
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Si  admet  e  valeurs  distinctes,  qu'on  obtiendra  en  donnant  à  /  les 

valeurs  o,  1,2,  ...,  e  —  i;   ces   c   valeurs    de   si  se   transforment 

.  A- 

l'une  dans  l'autre,  lorsqu'on  remplace  0  par  une  autre  l'acine,  0''  , 

de =  o.  Ces  quantités  si  sont  dites  les  périodes  des  racines 

d'ordre  p  de  l'unité  correspondant  au  diviseur  e  de  p  —  i .  Depuis 
Gauss^  on  connaît  l'équation  aux  périodes  pour  e  égal  à  l'un  des 
trois  nombres  2,  3,  4- 

I.  L'équation  à  deux  périodes  est  "    . 

«2  +  S  H -^    =  O       OU       S^-h  s  -^ — ^    =  O, 

4  4 

suivant  que />  —  i  est  divisible  ou  non  par  4- 

II.  L'équation  à  trois  périodes  est 

0)3  —  3poi  —  />  L  =  o, 

M  représentant  3.s-f-i,  et  L  un  nombre  entier  déterminé  par 
l'équation  4/>  =  L-  +  27M-,  avec  la  condition  L  ^  i  (mod.  3). 

III.  L'équation  à  quatre  périodes  affecte  deux  formes  différentes 
suivant  que  p  —  i  est  ou  n'est  pas  divisible  par  8.  Désignons  dans 
l'un  et  l'autre  cas  par  y  une  racine  de  l'équation 

I  —  P 
et  par  a  un  nombre  entier  déterminé  par  l'équation 

avec  la  condition  <^/  ^3  —  i  (mod.  4)- 
L'équation  à  quatre  périodes  est 

.s^  —  vs  —    — -^^  =  o, 

si  />  —  I  est  di\isiijle  par  S; 


:ip  +  i  —  {a-h  0(2 H- 4j) 

SI  // I    II  » 'si    n;is  (ll\  |si|)|c    p;ir  S 


ys  -4- =  .., 
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2.   La  fonction se  décompose  suivant  le  module  premier 

q  en  — —  facteurs  irréductibles  de  degré  v,  v  étant  Texposant  au- 
quel appartient  q  relativement  au  module/?,  c'est-à-dire  le  plus 
petit  nombre  tel  que  q'^i  (moô. p) (S EVi^ET,  Algèbre  si/périeure, 
t.  II).  Le  premier  membre  de  l'équation  aux  e  périodes  des  racines 
d'ordre/?  de  l'unité  se  décompose  en  facteurs  du  premier  degré, 

suivant  le  module  premier  q,  si  e  divise -^^ ;  dans  le  cas  ou  e  ne 

divise  pas  ^^ — j  le  premier  membre  de  l'équation  aux  e  périodes 

admet  des  facteurs  irréductibles  de  degré  supérieur  à  i. 

Comme  on   connaît  Téquation  aux  périodes  pour  e  égal  à  2,  3 

ou  4,  ce  théorème  permet  souvent  de  voir  si^^^ est  divisible  par 

l'un  de  ces  trois  nombres,  c'est-à-dire  si  q  est  résidu  quadratique, 
cubique  et  biquadratique  suivant  le  module  premier/?. 

D'ailleurs  si  /?  —  i  n'est  pas  divisible  par  3,  tout  nombre  q  est 
résidu  cubique  mod./?;  et  si p  —  i  n'est  pas  divisible  par  4,  tout 
nombre  q  résidu  quadratique  mod.  p  est  aussi  résidu  biquadra- 
tique. 

Ainsi,  d'après  I  du  n°  1 ,  le  nombre  premier  q  est  ou  n'est  pas 
résidu  quadratique  mod.  p,  suivant  que  la  fonction 


est  ou  n'est  pas  réductible  suivant  le  mod.  q;  ou,  si  q  est  différent 


p-i 


de  2,  suivant  que  ( — i)  '^  p  est  ou  n'est  pas  résidu  quadratique 
suivant  le  mod.  q.  Ainsi  les  deux  congruences 

/■-i  (/>-nv/-ii    7-1 

q    2   zh  I  =  o(mo(l/>)     et     (—1)        *        p    '^   zhi^^o    {moûq) 

ont  lieu  en  même  temps,  en  faisant  correspondre  les  signes  supé- 
rieurs entre  eux,  et  de  même  |)our  les  inférieurs.  Ce  qui  se  traduit 
dans  le  système  de  notation  de  Legendre  par 


(:f){^ 


(— Il  ^   2 


—    IfiO  — 

et  démontre  le  célèbre  théorème  auquel  ce  géomètre  a  attaché  son 
nom.  Cette  démonstration  a  été  donnée  la  première  fois  par 
M.  Mathieu,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées (année  1867). 

La  seule  fonction  irréductible  (mod.  2)  du  second  degré  est 
X-  H-  .r  +  I  ;  on  en  déduit  facilement  que  2  est  résidu  quadratique 
pour  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8A±i,  et  n'est 
pas  résidu  quadratique  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme 
Sk±d. 

Sip^i  (mod.  3),  pour  que  le  nombre  premier^  soit  résidu 
cubique  suivant  le  module  p,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction 
x^  —  3/>^  ^/'L  se  réduise  suivant  le  module  premier  q,  supposé 
différent  de  3.  Pour  ^  =  2,  on  voit  qu'il  faut  et  suffit  que  L  soit 
pair.  L  entier  L  est  déterminé  par  l'équation  L- +  27 M- =  4/?» 
avec  la  condition  L  ^  i  (mod.  3).  Si  L  est  pair,  M  l'est  aussi  et  p 
est  de  la  forme  /-  -f-  ay/w-;  donc  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  2  soit  résidu  cubique  de  p  est 

p  ^  l^  -{-  9. 7  m  2; 

lorsque  p  —  i  est  divisible  par  3. 

2  n'est  pas  résidu  quadratique  pour  les  nombres  premiers  de  la 
forme  ^k  +  1,  A"  étant  impair;  donc  2  ne  peut  être  résidu  biqua- 
dratique  que  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  SA'H-  i,  A' 
pouvant  être  quelconque.  Soient  donc  y>  =  8A-!-i,  «le  nombre 
entier  déterminé  par  l'équation  pz=za--\-b'-,  avec  la  condition 
rt  ^  —  I  (mod.  4);  en  se  reportant  au  n"  111  du  paragraphe  pivcé- 
dent,  on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  2 
soit  résidu  biquadratiquo  (mod.  />)  est  que  le  nombre 

f\k  —  a  —  I 


qui  est  loujours  entier,  soit  pair. 

3.  Pour  i|iriin  nonihic  de  la  (oiiikw/"  —  i  soil  prrMnier,  il  est 
nécessaire  (|ue  a  soit  égal  à  2,  (;l  //  premier.  De  ce  (|iii  |)r(''(è(h^  on 
d(''(hiil   facilement  les  propositions  snivanles. 

Si  h --  '\<i  —  I  esl  un  nouibie  piruner  en  nu'ine  leui|)s  (|ue 
2//  -f-  I  .   le   uoMilire  \  ^^  2"  —  I    es|  (li\  isilile  par  :>  Il    f-  1  . 
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Si  /i  =  4'7  +  I  6St  un  nombre  premier  en  même  temps  que 
6n-\-  i ,  le  nombre  N  =  2"  —  i  est  divisible  par  6n  -{-  1,  pourvu 
qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation 

Un  nombre  de  la  forme  a^  -j-  i  ne  peut  être  premier  que  si  b  est 
égal  à  une  puissance  de  2.  Les  nombres  premiers  diviseurs  de 
2^"+ I  sont  de  la  forme  2"+'m+i=/';  et  il  faut  que  2  soit 
résidu  d'une  puissance  m'"^^^  suivant  ce  module  p.  Ainsi  2  n'est 
pas  résidu  cubique  suivant  les  deux  nombres  premiers 

212.3-4-1  =  12289,     218.3-4-1  =  786433, 

car  aucun  d'eux  n'est  de  la  forme   /- +  27 m-;  ces  nombres  ne 
divisent  par  conséquent  aucun  nombre  de  la  forme  2-   +1. 

Caractère  hiquadratique  de  1. 

4.  Soit  un  nombre  premier  impair  />  =  a^^"/??  H-  i ,  m  n'étant 
pas  divisible  par  2.  Nous  avons  vu  que,  a  étant  déterminé  par 
l'équation/?  =  a-  +  h'^  avec  la  condition  a  ^  —  i  (niod.  4)?  2  est 
résidu  biquadratique  ou  non  suivant  que 

2a+3  nx  —  a  —  I 


est   un  nombre   pair  ou   impair.    Si    2    est  résidu   biquadratique 
(mod./?),  on  a  donc 

a^2"+2/?i  —  I     (mod.  16), 
d'où 

62  =p  —  «2  =  _  22«+''/?i2  -+-  2"^'/?t     (mod.  39.); 

2"'^*m —  2^""^'*m-  est  divisible  par  82,   pour  a=o  comme  pour 
les  valeurs  de  a  supérieures  à  o  ;  donc  è^  est  divisible  par  64. 
Si  2  n'est  pas  résidu  biquadratique  (mod./>),  on  a 

a  ^  2*+^  m  —  I  -I-  8  ;=;  2"'""  m  -!-  7     (  mod  .16), 
d'où 

b^  =  p  —  «2  ==  _  ^aa+z,  ^,^2  _  3  _  ^a.-^.\  ,^  _  j  g       (  niod  .  32  )  ; 

on   en   déduit  6^  ^-f-  i6  (mod.  32V    Donc,  dans  ce  cas,  b-  n'est 
X.  1 1 
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pas  divisible  par  une  puissance  de  i  supérieure  à  i6.  Ainsi  2  est 
résidu  hiquadratique  pour  les  nombres  premiers  de  la  forme 
rr-i-64^-;  2  n'est  pas  résidu  hiquadratique  pour  les  nombres 
premiers  de  la  forme  a-  +  i6Z^-,  b  étant  impair  dans  la  der- 
nière formule.  Ce  caractère  a  déjà  été  donné  par  Lejeune-Dirichlet 
{Journal  de  Liouville,  iSSp);  comme  on  voit,  il  découle  facilement 
de  la  méthode  précédente. 


Sur  les  courbes  planes  du  sixième  degré  ci  neuf  points  doubles; 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  16  juin  1882)  (•). 

1.  Si  Ton  assigne  à  une  courbe  plane  neut  points  doubles  don- 
nés,on  lui  impose  par  là  vingt-sept  conditions.  C'est  précisément 
le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  une  courbe 
du  sixième  degré.  Il  semble  donc  qu'on  puisse  trouver  une  courbe 
du  sixième  degré  à  neuf  points  doubles  donnés.  Il  n'en  est  rien. 
Par  les  neuf  points  passe,  en  effet,  une  courbe  de  troisième  degré  : 
c'est  celte  courbe,  comptant  double,  qui  constitue  l'unique  solu- 
tion, purement  illusoire. 

Néanmoins,  il  existe  assurément  des  courbes  propres  du  sixième 
degré,  à  neuf  et  même  à  dix  points  doubles.  Pour  de  telles  couibes, 
les  neuf  points  ne  sont  donc  pas  susceptibles  d'être  pris  arbi- 
trairement. C'est  la  liaison  entre  ces  points  que  je  me  propose 
de  rechercher  ici.  Je  donnerai  ensuite  la  solution  de  quelques 
problèmes  se  rattachant  au  même  sujet,  et  une  généralisation 
concernant  les  courbes  de  degré  3///,  à  neuf  points  multiples 
d'ordre  m. 

12.  SoitC  =  o  l'équation  d'une  courbe  du  sixième  degré,  à  neuf 
points  doubles.  Soit  aussi  A  =  o  l'écpiation  d'une  courbe  du  troi- 
sième degré,  -passant  en  ces  mêmes  neuf  points.    Par  l'équation 


(')  A  la  fin  d'un  Mi'moirc  Sur  les  reseaux  de  courbes  planes  (t.  I  de  ce  Bul- 
letin, p.  l'if)))  M-  Ko^hlcr  a  '-i;;n,ili-  ce  sujol  (\o  ror licrrhos.  mais  rn  indi(|iiant  de- 
n'snllals  tout  ^  fait  nron<'>. 
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C4-)vA2=o  se  trouve  représenté  un  faisceau  de  courbes  du 
sixième  <iegré,  ayant  encore  les  mêmes  points  doubles.  Yionc  neuf 
points  doubles  d'une  courbe  du  sixième  degré  sont  les  points 
doubles  d'une  infinité  de  courbes  du  sixième  degré. 

Ces  points  comptent,  au  moins,  pour  dix-huit  intersections  des 
courbes  G,  A.  Or  ce  nomljre  dix-huit  est  précisément  le  produit 
des  degrés  6  et  3.  Par  conséquent,  la  courbe  A  est  unique, 
sans  quoi  la  courbe  G  serait  déconiposable.  Ainsi,  par  les  neuf 
points  doubles  d'une  courbe  propre  du  sixième  degré  passe 
une  seule  courbe  du  troisième  désiré. 


o 


3.  Supposons  les  points  de  A  représentés,  à  l'ordinaire,  par 
les  arguments  d'une  fonction  doublement  périodique,  un  des 
points  d'inflexion  avant  l'argument  zéro.  Soient  i^,,  .  .  . ,  Uc,  les  ar- 
guments des  neuf  points.  Ces  points,  comptés  deux  fois,  constituent 
l'intersection  complète  de  G  et  de  A.  Donc  le  double  de  la  somme 
M,  -f-.  .  .  4-^9  est  une  période.  La  somme  elle-même  ne  peut  être 
une  période  ;  car  alors  la  courbe  A  ne  serait  pas  unique.  La  somme 
Ui  -\-. .  .  -\-  Uq  est  donc  une  des  trois  demi-périodes.  Telle  est  la 
relation  entre  les  neuf  points;  on  peut  d'ailleurs  lui  faire  revêtir 
diverses  formes  géométriques.  Considérons  le  point  de  A  dont 
l'argument  u^  est  égal  à  u^  diminué  de  la  demi-période  :  la  somme 
u^-\-...  H- «8  -f-  w'g  est  une  période;  ceci  conduit  aux  énoncés 
suivants  : 

Pour  que  neuf  points  «< ,  . .  . ,  «g,  r/g^  appartenant  à  une  seule 
courbe  du  troisième  degré  A,  soient  les  points  doubles  d'une 
courbe  propre  du  sixième  degré,  voici  la  condition  nécessaire 
et  suffisante. 

Choisissez  huit  de  ces  points  <-/,,  ...,  «g,  et  prenez  le  point 
rt'j  où  passent  toutes  les  courbes  du  troisième  degré,  menées  par 
les  huit  premiers  ; 

Les  tangentes  de  la  courbe  A  aux  points  a^  et  a'^  doivent  se 
rencontrer  sur  cette  même  courbe  A. 

Ou  bien  encore  :  Par  a'^  menez  les  quatre  tangentes  à  A;  les 
quatre  points  de  contact  donnent  lieu  à  trois  couples  de  cordes 
conjuguées.  Le  point  a^  doit  être  l'intersection,  de  deux  cordes 
conjuguées. 
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Voici  maintenant  une  autre  forme  de  la  relation,  où  les  neuf 
points  figurent  symétriquement  : 

Par  les  neuf  points  menez  une  courbe  du  quatrième  degré; 
cette  dernière  rencontre  A  en  trois  autres  points.  Il  existe  une 
conique  touchant  A  en  ces  trois  points. 

Réciproquement  :  par  les  trois  points  de  contact  dUine  coni- 
que et  d'une  courbe  du  troisième  degré  A,  menez  une  courbe 
du  quatrième  degré  :  les  neuf  points  oii  cette  dernière  ren- 
contre, en  outre.,  K,  peuvent  être  pris  pour  les  points  doubles 
d' une  courbe  du  sixième  degré. 

Effectivement  la  somme  des  arguments  des  neuf  points  et  celle 
des  arguments  des  trois  points  font  ensemble  une  période;  si 
l'une  d'elles  est  une  demi-période,  il  en  est  de  même  pour 
l'autre» 

4.  Je  vais  maintenant  résoudre  ce  problème  :  Trouver  le  lieu 
du  neuvième  point  cjuand  les  huit  autres  sont  donnés. 

Quelques  mots  auparavant  sur  un  autre  lieu  géométrique 
beaucoup  plus  simple  :  à  chaque  courbe  A  d'un  faisceau  du 
troisième  degré  on  mène  la  tangente  en  l'un  des  pivots,  et  l'on 
pxx'nd  le  point  de  rencontre:^  de  cette  tangente  avec  A.  Le  lieu  de 
ce  point  z  est,  comme  on  le  verra  aisément,  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  ayant  pour  point  triple  le  point  dont  il  s'agit,  et 
passant  en  chacun  des  huit  autres. 

J'arrive  au  problème  proposé.  Pour  le  résoudre,  j'cMuploie  le 
premier  énoncé  du  n°  3.  Les  points  «, ,  . .  . ,  a^  étant  donnés,  j'en- 
visage le  faisceau  du  troisième  degré  que  ces  points  déterminent,  et 
le  neuvième  pivot  a.\y  A  chaque;  courbe  A  du  faisceau,  je  mène  la 
tangente  en  a'^,  rencontrant  la  courbe  en  z\  par  :;  je  mène  une 
nouvelle  tangente  à  A.  Le  point  do  contact  de  cette  tangente  est 
un  point  du  lieu.  On  aura  donc  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le 
paramètre  du  faisceau  entre  l'équation  de  A  et  celle  de  la  première 
polaire  de  :;. 

Désignons  par  r/'^  et  a',  les  svud)oles  des  premiers  membres  des 
équations  de  A  cl  de  sa  Iiossicnne.  l'employons  la  lettre  y  pour 
les  coordonn/'^  du  point  a.^  Le  point  r  esl  doimi'',  conuiir  on  sail, 
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par  les  deux  équations 

Uy-a-  =  o,     "^y^z  =  o, 

en  sorte  que  ses  coordonnées  sont  proportionnelles  aux  trois  dé- 
terminants 

a;oi-y(a.2  0i3),     a-yOt.-yia^  7.1),     aj.a^(aiX2). 

L'équation  de  sa  polaire  est  donc 

a'^.7.\{ab'x)b%^  o. 

Le  premier  membre  est  du  cinquième  degré  par  rapport  aux 
coefficients  de  «^,,  du  second  degré  par  rapportaux  coordonnées  x. 
L'élimination  du  paramètre  entre  cette  équation  et  celle  de  A 
donne  donc  une  équation  du  degré  17.  On  voit  de  plus  que  le  lieu 
ainsi  représenté  a  pour  point  sextuple  le  pivot  r/'g  et  pour  point 
quintuple  chacun  des  autres  pivots.  Mais  il  est  manifeste  que  ce 
lieu  se  décompose  en  deux  parties,  dont  l'une  est  le  lieu  de  z, 
comptant  double.  Donc  : 

Étant  donnés  huit  points  doubles  d'une  courbe  du  sixième 
degré,  qui  doit  avoir  un  neuvième  point  double,  le  lieu  de  ce 
dernier  est  une  courbe  du  neuvième  degré,  sur  laquelle  chacun 
des  huit  points  donnés  est  triple. 

Sur  chaque  cubique  A  du  faisceau  se  trouvent  trois  points  du 
lieu.  Quand  cette  cubique  a  un  point  double,  deux  de  ces  trois 
points  s'y  réunissent.  Donc  : 

Le  lieu  passe  en  chacun  des  douze  points  doubles  des  cubi- 
ques du  faisceau  déterminé  par  les  huit  points. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  pivots  sont  les  points  d'inflexion 
des  cubiques,  le  point  aç,  est  un  point  sextactique  situé  sur  l'axe 
harmonique  correspondant  au  point  a'^.  Ainsi  :  Quand  les  huit 
points  sont  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré,  le  lieu  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

5.  Une  courbe  C,  du  sixième  degré,  ayant  neuf  points  dou- 
bles, et  A  étant  la  cubique  qui  passe  en  ces  neuf  points,  on 
a    les    mêmes   points    doubles    pour    toute    courbe    du     faisceau 
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G  +  aA- =  o.  Dans  ce  faisceau  se  trouvent  comprises  des  cour- 
bes ayant  un  point  double  de  plus.  Ainsi  le  lieu  précédent  est 
aussi  celui  du  neuvième  et  du  dixième  point  double  des 
courbes  unicursales  du  sixième  degré  avant  huit  points  dou- 
bles damnés. 

Dans  le  faisceau  G  +  àA-  =  o  combien  y  a-t-il  de  courbes 
avant  un  dixième  point  double?  Pour  résoudre  celte  question,  con- 
sidérons le  lieu  (c)  du  point  de  contact  de  la  tangente  menée  à 
chaque  courbe  du  faisceau  par  un  point  arbitraire  c.  L'existence 
de  la  courbe  double  A-  réduit  de  trois  unités  la  seconde  caracté- 
ristique du  faisceau  ;  elle  est  ainsi  égale  à  7,  et  la  courbe  (c)  est  du 
huitième  degré.  Gette  courbe  (c)  passe  en  chaque  pivot  du  faisceau  ; 
elle  s'y  compose  de  deux  branches  dont  l'une  a  pour  tangente  la 
droite  qui  passe  en  c;  l'autre  tangente,  au  contraire,  est  indépen- 
dante de  c;  c'est  la  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  de  Apar 
rapport  aux  deux  tangentes  de  G.  Deux  courbes  analogues  (c), 
(c'),  relatives  à  deux  points  différents  c,  c',  ont  ainsi  cinq  inter- 
sections réunies  en  chacun  des  pivots.  Elles  ont,  en  outre,  en 
commun  les  sept  points  de  contact  des  courbes  du  faisceau  avec  la 
droite  ce'  ;  les  autres  points,  au  nombre  de  8-  —  9.5  —  '-=  12  sont 
les  points  doubles  supplémentaires  des  courbes  du  faisceau.  Ainsi, 
parmi  les  courbes  du  sixième  degré  avant  les  mêmes  neuf  points 
doubles,  il  y  en  a  douze  qui  ont  un  dixième  point  double. 

6.  Je  me  propose  de  former  effectivement  l'équation  générale 
des  courbes  du  sixième  degré  à  neuf  points  doidjlcs.  Je  me  servirai, 
à  cet  effet,  de  la  dernière  proposition  énoncée  au  n"  3.  Je  prendrai 
une  cubique  A  triplement  tangente  à  une  conique  donnée,  et  je 
supposerai  les  neuf  points  déterminés  par  l'inlersection  de  la 
cubique  avec  une  courbe  B,  du  quatrième  degré,  passant  aux 
trois  points  de  contact  de  A  et  de  la  conique.  Le  triangle  de  ces 
trois  points  sera  le  triangle  de  référence. 

Iveprésenlant  par  G  =  o  hi  courbe  cherchée,  j'envisage  la  ligne 

composée  XiX^x-s  C.   Elle  a   pour  j)oinls  doubles  tous  les  points 

d'intersection  de  A  et   de  lî.  On  aura  donc  nue  idcntitf'-  de  cette 

forme 

xi  ./■,  x-i  C  =  a  IJ2  —  ;i  A  B  +  y  A». 

dans  l;i(jii(  Ile  y,   |i,  *' soiil  do  p<tl\  inuDts  a\«T  les  degrés  respectifs 
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I,   2,   3.   Le  problème   consisle  donc  uniquement   à   déterminer 
trois  pareils  polynômes,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  soit 
divisible  par^r,,  ^o,  Xg.  Comme  la  solution  n'oflre  ainsi  aucune 
difficulté,  je  donnerai  seulement  le  résultat. 
Prenons  A  sous  cette  forme 

A  =  oiiXi(x.2  -i-  a?3)  -F  ao^K^s  -+-  ^i)  H-  'jl^xK^i  -+-  x-j)  -+-  axiX^Xs, 
de  telle  sorte  que  la  cubique  soit  triplement  tangente  à  la  conique 

tjCi  cr^  ~i~  ^2  ^3  ~f~  ^3  ^1  — —  o. 

Le  polynôme  du  4^  degré  B  a  pour  forme  générale 

P,  Q,  R  étant  du  2*^  degré.   J'écrirai  ces  polynômes  sous  la  forme 
usuelle 

P  —  PiiJ-f  -f-  P-22-^i  -t-  PsS^i  +  2P12X1X.2  -+-  2P23J"2-2^3  +  "^^^il-^i^l, 

et  ainsi  des  deux  autres. 

Voici  maintenant  quels  sont  les  polynômes  a,  [5,  y.  En  raison 
de  la  symétrie  des  notations,  je  peux  abréger  et  n'écrire  qu'un 
seul  terme  de  chaque  type;  les  autres  termes  se  déduisent  par  la 
permutation  des  indices  1,  2,3,  accompagnée  de  la  permutation 
correspondante  des  lettres  P,  Q,  R. 

p  =  (Qi.  +  Rn)^ï -i- ('-^  P23  -  ^ -+- %^)  ^2«r3 --.  . . 

,  QllRll       ,  /       r{22P23  Q.3P22\        ,  ^ 

'  a,  '        V  a2  a3      /      - 

Les  trois  polynômes  sont  entièrement  déterminés,  saut  le  seul 
terme  arbitraire  }.^,  jt^t-s  dans  y  ;  d'où  résulte,  comme  il  convient, 
que  l'équation  cliercliée  renferme  le  terme  arbitraire  XA-. 

7.  Voici  maintenant  un  cas  particulier  où  le  calcid  pcul  être 
fait  tout  autrement,  et  dans  lequel  s'offre  une  circonstance  inté- 
ressante. Suivant  la  remarque  faite  dans  une  autre  occasiou  ('), 


(')  \o'iv  Bulletin  de  la  Société  mathétiiatique,  l.  IX;  p.  io5. 
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les  vingt-sept  points  sextactiques  d'une  cubique  se  partagent  en 
ti'ois  groupes  de  neuf  points  :  un  même  groupe  comprend  les 
points  de  contact  de  la  cubique  avec  une  courbe  de  troisième  classe  ; 
la  somme  des  arguments  de  ces  neuf  points  est  une  demi-période. 
Ils  peuvent  donc  être  pris  pour  les  points  doubles  d'une  courbe  G. 
Les  neuf  points  dont  il  s'agit  se  déduisent  de  l'un  d'eux 
X,  =  x-2^=  p,  -P3  =  I  par  le  changement  de  ^,  et  Xo  en  toX)  et 
ii)'-x-2,  <Ji  étant  racine  cubique  de  l'unité,  et  par  la  permutation 
des  indices.  Il  en  résulte  que  la  courbe  C  reste  inaltérée  par  ces 
changements,  et  que  son  équation  est  comprise  dans  la  forme 

C  =  a  I.  x]  -^  7.0  1  xl  xl  -\-  3 0x1x1x1  -f-  6dxiX.2X3  S  >z-j  =  o. 

Il  suffît  de  déterminer  les  coefficients  de  telle  sorte  que  cette 
courbe  ait  le  point  double  x,  =  .To  =  p,  ^Ts  =  i  ;  elle  aura,  en 
même  temps,  les  huit  autres.  Cette  détermination  conduit  au 
résultat  suivant,  où),  est  arbitraire  : 

a  =  3(i-î-  X)p*, 
b  =  — 3p(p3  +  i), 

C  =  X(2p6H-6p3-+-i)-H3(2p3-M), 

d  =  — Xp(p3-i-  i). 

La  circonstance  suivante  fait  l'intérêt  de  cet  exemple.  Les 
courbes  du  faisceau,  douées  d'un  dixième  point  double,  dégé- 
nèrent chacune  en  l'ensemble  de  trois  coniques.  On  obtient  un  de 
ces  groupes  en  supposant  ).  =  —  i,  et  l'on  a  alors 

G  =  (xl  —pX.2X3){xl  —  pX3Xi)(xl  —pXiX^). 

Les  trois  autres  groupes  se  déduisent  de  celui-là  par  le  change- 
ment du  triangle  d'inllexions.  Il  suifit,  à  cet  elfet,  d'accentuer  les 
lettres  oc,  p  et  de  faire  successivement  les  substitutions  suivantes, 
to  désignant  toiijouis  une  racine  cul)i(jue  de  l'unité  : 

a?',  -- J73-!- oja"2-l- oj^xi,       x'.,  =  x^-^  lu-Xi-^  (JûXi,       x^  =  x^-h  Xx-h  Xf, 

x\    =  (aXx-\- X2-\-  X3,  x",   =  Xf+  b)X2-{-  X3,  X3   =  Xi-h  Xi-+-  OiX3, 

fil  _  III  a  "'  « 

X^    =   (M^Xy-\-  X^-^  X3\  X.,   =  X^-^  iM-Xi-r-  X3\  J-j    =  vT)  -f-  JT.)  +  tO^  X3; 

p'    —   I  —  p, 
p"  —  I  —  <o*p, 

p"'=.-c..p. 
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Dans  chaque  groupe,  les  trois  coniques  se  coupent  deux  à  deux 
en  trois  points,  les  neuf  points  donnés  étant  laissés  de  côté.  Ces 
trois  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  d'inflexions.  Les 
douze  points  doubles  appartenant,  d'aprèsle  n"  5,  aux  courbes 
du  faisceau  sont  ainsi  les  sommets  des  quatre  triangles  d'in- 
flexions. 

Ces  faits  s'expliquent  très  facilement.  Chacun  des  neuf  points 
considérés  a  pour  argument  celui  d'un  point  d'inflexion,  augmenté 
d'une  demi-période  h,  la  même  pour  tous.  Soient  i,  2,  3  les  points 
d'inflexion  situés  sur  un  des  côtés  d'un  des  triangles;  4,  5»  6  sur 
un  autre  côté  du  même  triangle,  et  7,  8,  9  sur  le  troisième 
côté.  La  somme  des  arguments  des  points  correspondant  à  i,  2,  3, 
4,  5,  6,  est  une  période;  ces  points  sont  donc  sur  une  conique. 
De  même  les  points  qui  correspondent  à  4^  5,  6,  7,  8,  9  sont  sur 
une  conique,  et  à  ^,  8,9,  i,  2,  3  sur  une  troisième  conique.  Ainsi 
est  composé  le  groupe  de  trois  coniques  correspondant  à  un 
triangle  d'inflexions. 

8.  Pour  généraliser  les  résultats  qui  précèdent,  envisageons  une 
courbe  C,„,  de  degré  3m,  avec  neuf  points  multiples  d'ordre  m. 
Une  pareille  courbe  peut  exister:   son  genre   sera  égal  à  l'unité, 

car  on  a 

(3m  —  1 H  3  //i  —  2  )  m(  m  —  i  ) 

En  outre,  si  l'on  donne  les  neuf  points,  on  impose  ainsi  des 
conditions  au  nombre  de  9——-^^  5  juste  égal  à  celui  des  arbi- 
traires qu'admet  une  courbe  de  degré  Zm.  Cependant  si  les  points 
sont  quelconques,  la  courbe  n'existe  pas.  La  solution  illusoire 
consiste  en  une  cubique  A,  comptant  m  fois. 

Pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n"  2,  on  voit  que  les  neuf  points 
multiples  cV ordre  m  (Tune  courbe  de  degré  3/?i  sont  les  points 
multiples,  de  ce  même  ordre,  d'uîie  infinité  de  pareilles  courbes. 
Il  n y  passe  quune  seule  courbe  du  troisième  degré. 

Sur  la  cubique  A,  passant  en  ces  neuf  points,  la  somme  des 
arguments,  répétée  m  fois,  fait  une  période.  La  somme  est  donc 
elle-même  la  [jl'"''"^  partie  d'une  période,  \x  étant  un  diviseur  de  m. 
Mais,  si  'j.  difl'ère  de  t)i .  les   courbos  (^.t.  de   degrc-   '>;^,  a\ant   ces 
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points   pour   multiples    d'ordre    [jl,    forment    un   faisceau,    et   la 

courbe  Cm  dégénère  en  l'ensemble  de  —  courbes  C^.  Donc  la  liai- 

son  entre  les  points  consiste  en  ce  que  la  somme  de  leurs  argu- 
ments soit  proprement  la  /«'"'"'^  partie  d'une  période. 

9.  Huit  de  ces  points  «,,  ...,  a^  étant  donnés,  si  Ton  prend  une 
cubique  A  du  faisceau  qu'ils  déterminent,  on  obtient  sur  cette 
cubique  autant  de  points  Og  qu'il  y  a  de  solutions  au  problème  de 
la  division  propre  des  périodes  par  le  nombre  m.  Soit  m  décom- 
posé en  facteurs  premiers 

m  =  p'^q^r^ .  .  ., 

le  nombre  des  solutions  est  cette  fonction  arithmétique 

,(,„)  =  „.(,-i)(,-i,)(.^±).... 

Tel  est  le  nombre  des  points  mobiles  où  une  cubique  du  faisceau 
rencontre  le  lieu  du  point  «9.  Il  est  d'ailleurs  visible  que  ce  lieu  ne 
passe  pas  au  neuvième  pivot  «y,  l'argument  de  Og  devant  différer 
de  celui  de  «g  par  une  fraction  de  période. 

Soit  0  l'ordre  de  multiplicité  de  chacun  des  huit  pivots  sur  le 
lieu  de  «9.  Ces  huit  points  donnent,  dans  la  somme  des  arguments 
des  intersections  de  ce  lieu  et  d'une  cubique  A,  l'élément 
o(ut  +...  +  W8).  Soit  t»  l'argument  de  a^  ;  et  soient  aussi  /i,,  h-^,..., 
les  m''™"  parties  des  périodes.  La  somme  /ij -|- /i2  +  •  •  •  est  une 
période.  Donc  les  divers  points  «9  situés  sur  A  apportent  à  la 
somme  des  arguments  l'élément  '^(/;i)<',  ou  —  'h{ln)[u^  +...  +  «8). 
La  somme  totale  devant  faire  une  période,  on  a  0  =  '\{iti). 

D'autre  part,  si  t/cst  le  degré  du  lieu,  on  aura  '6d —  80  =  ']>(/«). 
Donc  <:/=3'|(m).  Ainsi  : 

Etant  donnés  huil  points  ninlliplcs  (Vordrc  m  (Tune  courbe 
de  degré  d/n,  t/i/i  ihnt  (noir  un  ncuvir/m'  point  niulliple 
d^  ordre  ni^  le  lieu  de  ce  neu\iènw  point  est  une  courbe  du  degré 
3  •}(/«),  sur  laqneUe  cluicun  des  liuit  points  est  multiple  d'ordre 

I*()iir  une  ciil)i(Hif'  iiniciirs;ili'  A,  la  division  des  périodes,  au  heu 
d'c'ivfdr   tr?iit   ;iiix  fonctions  flli|)tiqiifs,  se  rapporte    nnx    fonctirtn». 
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circulaires.  Le  nombre  des  solutions  est  alors  celte  autre  fonction 
arithmétique 

.(«^)^m(i-i)(i-i)(.-l).... 

Les  autres  solutions  se  réunissent  au  point  double.  Par  consé- 
quent :  en  chacun  des  douze  points  doubles  des  cubicjues  du 
faisceau  déterminé  par  les  huit  points  le  lieu  précédent  a, 
avec  la  cubique,  des  intersections  réunies  au  nombre  de 
à(m)  —  '^{m). 

Une  étude  plus  approfondie  serait  sans  doute  nécessaire  pour 
examiner,  dans  chaque  cas,  la  nature  de  ces  points  sur  ce  lieu. 
Par  exemple,  pour  m  =  3,  on  a  '}(/»)  —  'f  (''*)  =  6.  Eu  égard  aux 
autres  points  singuliers,  c'en  est  assez  pour  conclure  qu'en  chacun 
des  douze  points  la  courbe  a  deux  branches  tangentes  aux  deux 
branches  de  la  cubique. 

10.  Dans  le  faisceau  Cot+).A'"=o  se  trouvent  des  courbes 
ayant,  en  outre,  un  point  double.  Leur  nombre  se  trouve  par  une 
analvse  semblable  à  celle  du  n"  o.  La  seconde  caractéristique  est 
réduite  de  3(/?i  —  i)  unités  par  l'existence  de  la  courbe  multiple 
A''^  Elle  est  ainsi 

V  =  2  (  3  /n  —  I  )  —  3  f /n  —  i  )  =  3  /?i  -r- 1 . 

Le  lieu  (c)  des  points  où  les  courbes  du  faisceau  sont  touchées 
par  les  tangentes  issues  d'un  point  c  est  ainsi  de  degré  "^m  +  2. 
En  chaque  pivot,  il  a  une  tangente  passant  en  c,  et  {m  —  i)  tan- 
gentes indépendantes  de  c.  Deux  pareilles  courbes  (c),  (c'),  ont, 
de  la  sorte,  en  chaque  pivot,  des  intersections  réunies  au  nombre 
de  ni- -i- m  —  i.  Le  nombre  des  points  doubles  est,  par  consé- 
quent 

(3 «i  -r-  2)^ —  (3m  -;-  1)  —  9(»i"--r-  ni  — i)  =  12. 

Ainsi,  parmi  les  courbes  de  degré  3//i,  ayant  les  mêmes  neuj 
points  multiples  d'ordre  m,  il  y  en  a  douze  qui  ont,  en  outre, 
un  point  double.  Cet  énoncé  singulier  s'applique  aussi,  comme 
on  voit,  au  cas  m  =  i . 

11.  Le  lieu  du  neu\ième  point,  dont  le  degré  est  3'i(/7î).  se 
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siniplilie  nolablenienl  quand  les  huit  points  donnés  sont  les  points 
d'inflexion  d'une  cubique.  On  a  déjà  vu,  au  n"  5,  qu'il  se  réduit  à 
une  ligne  droite  pour  m  ==  2.  Pour  /?i  =  3,  il  cesse  manifestement 
d'exister;  les  courbes  C,„  n'existent  pas  non  plus.  Pour  les  autres 
cas,  la  simplification  se  trouve  aisément  au  moven  des  résultats 
que  j'ai  démontrés  dans  un  Mémoire  sur  les  courbes  du  troi- 
sième degré  [Matlieinatische  Annalen,  t.  XV,  p.  S-S),  et  voici 
le  résultat  : 

Si  les  huit  points  sont  les  points  d^ inflexion  d'une  cubique, 
le  degré  du  lieu  du  neuvième  point  se  réduit  à  \^[ni)^  au  lieu 
de  2t'^{m)',  ce  lieu  ne  passe  plus  en  aucun  des  points  donnés. 
En  outre,  si  ni  est  divisible  par  3,  le  lieu  se  décompose  en 
huit  courbes  distinctes. 

Par  exemple,  pour  m  =  g,  le  lieu  se  compose  de  huit  cubiques 
équianharmoniques  dont  chacune  est  inscrite  et  circonscrite  à  la 
fois  à  trois  des  triangles  d'inflexions  (loc.  cit.,  p.  862);  pour 
m  =  6,  il  se  compose  de  huit  droites  ;  pour  m  ■=  4'>  d'une  courbe 
du  quatrième  degré. 


Quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  n  dimensions; 
par  M.  V.  Schle(;el. 

(Séance    du    7  juillet  1882.) 

Introduction.  —  Parmi  les  notions  de  Géométrie  susceptibles 
d'être  étendues  à  n  dimensions  se  trouve  aussi  celle  de  la  figure 
complètement  limitée.  Quant  aux  figures  régulières  (polygones  et 
polyèdres),  on  sait  (pi'il  y  a  dans  l'espace  à  quatre  dimensions 
six  figures  de  cette  es[)èce,  et,  en  général,  (pi'il  y  a  trois  séries  de 
figures  régulières,  dont  les  premiers  termes  sont  :  i"  le  triangle 
et  le  tétraèdre  ;  2"  le  cjiiié  cl  le  cubt'  ;  3"  le  carré  et  l'octaèdre  ('). 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  restreindre  aux  figures  régu- 


(')  STniM.imi,  ncf^ulnr  figures  in   n  (liniensiomil  x[nice  {Anieiir.  Journal  <>/ 
Mnllt..   \..|,   III.  p.    1.) 


-  173  - 

lières.  Dans  un  Mémoire  inlitiilé  :  TJiéorie  desjl<^iires  composées 
homogènement,  qui  va  paraître  bientôt  dans  les  Nova  Acta  Aca- 
demiœ  Leopold.  Carol.,  vol.  XLIV,  j'ai  établi  la  notion  des  figures 
limitées  homogènement.  Je  dis  qu'une  figure  à  n  dimensions  est 
limitée  homogènement  si  .*  i"  à  chaque  sommet  se  rencontrent  le 
même  nombre  d'arêtes,  de  plans,  de  corps,  etc.  ;  2"  suivant  chaque 
arête  se  rencontrent  le  même  nombre  de  plans,  de  corps,  etc.,  etc. 
En  disant,  pour  abréger,  «  homogène  »  pour  «  limité  homogène- 
ment »,  on  voit  que  tous  les  polygones  plans  sont  homogènes.  On 
peut  démontrer  que,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  il  n'y  a  que 
cinq  espèces  de  polyèdres  homogènes,  .dont  les  cas  spéciaux  (les 
polyèdres  réguliers)  naissent  par  la  supposition  que  les  figures 
limitantes  soient  régulières.  Egalement,  il  y  a  six  figures  homo- 
gènes dans  l'espace  à  quatre  dimensions  et  trois  dans  tout  autre 
espace. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  vais  démontrer  qu'on  peut  étendre 
quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  l'espace  à  n  dimensions.  A  cet 
effet,  il  sera  nécessaire  d'examiner  les  trois  séries  de  figures  l'une 
après  l'autre. 

Quant  à  la  méthode  de  recherche,  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qu'on 
puisse  employer,  si  l'on  veut  obtenir  les  résultats  géométriques 
par  des  calculs  simples  :  c'est  la  méthode  de  M.  Graâsmann.  Pour 
comprendre  les  recherches  suivantes,  il  suffira  de  savoir  que,  si  e, 
et  6-2  sont  deux  points  d'une  droite,  chaque  point  x  de  la  droite 
peut  être  représenté  par  l'équation 

[il  -\-  'X.,)  X  =  ai  ei  -\-  ii ^2? 

OÙ  ai  et  ao  sont  deux  nombres  réels,  dont  la  somme  peut  être 
posée  égale  à  i.  On  tire  de  cette  équation 

(?i  —  .r        a.> 
x  —  €2        «1 

Cette  équation  dit  que  le  rapport  des  dislances  e^x  et  xe.,  est 

égal  à  — '•  Il  faut  encore  savoir  que  le  «  produit  extérieur  »  de  deux 

points  A  et  B  est  la  longueur  de  la  droite  entre  A  cl  l>  :  rpte 

(AB)  =  -(HA), 
d  où  il  suit  que 

(AA)  =0. 
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(La  distance  A  —  B  et  la  partie  linéaire  AB  sont  deux  notions 
différentes.  Deux  distances  de  même  longueur  A —  B  et  A,  —  B, 
sont  égales,  si  elles  sont  situées  sur  la  même  droite  ou  sur  deux 
parallèles;  au  contraire,  deux  parties  linéaires  AB  et  AjB,  seule- 
ment, si  elles  se  trouvent  sur  la  même  droite.) 

Egalement  on  peut  dériver  un  pointa:,  situé  dans  le  plan,   de 
trois  points  ^i,  e-^,  ^3,    au   moyen   des  nombres   a,,   ao,   as,  par 

l'équation 

.r  =  a,  Cl -H  22^.2-1-  as  es     (a,-f- a, -+- as  =  1); 

et  ainsi  de  suite. 

I.  —  Figures  de  la.  première  série  ('). 

Triangle.  —  Soient  e^,  e-2,  e^  les  sommets  d'un  triangle.  Les 
centres  des  arêtes  (j:,,  x^-,  ^3)  sont  déterminés  par  les  équations 

e^-^e^  ^3  -f-  e,  é-,  -H  e, 

(l)  Xi=  ■ »       X.2=   >       SCi=  , 


d'oîi  l'on  tire 

(2)  ei-H  ^2  -+-  es  =  2  371  -+-  Cl  =  2  3-2  -)-  Co  =  sa^s  +  ^3- 

Ces  équations  disent  que  les  droites  ùCi<?(,  cToCa,  ^3^3  passent  par 
un  point  {x)  qui  est  donné  par  l'équation 

(3)  Sa- =  Cl -i- e* -f- es", 

par  conséquent,  x  est  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (3)  eo-j-  t'3  par  sa  valeur  2 x,, 
on  obtient 

Zx  =^  ex-\-iX\ 
et,  en  retranchant  3  e,, 

Z{x  —  e,)  =  f.{xi  —  ex) 

ou 

X  —  ex        2 

3-1  — e,        3 

ce  qui  exprime  la  propriété  connue  des  transversales. 


(')  La  première  figure  de  celle  série  esl,  à  propreriicnl  |)ari('r,  lu  parlic  d'une 
(Irf)ilc  comprise  enlrc  deux  points,  mais  elle  n'offre  pas  de  qualilés  remarquables 
pour  notre  ImiI. 
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Tétraèdre.  —  Soient  e,,  e-^,  <??,  e^  les  sommets  d'un  tétraèdre. 
Alors  les  centres  des  arêtes  sont 


et  les  centres  des  faces 

Xu=  ^ '.'''  *'  ''  "  ~  ''  ^'  ^'  4)- 

Soient  Vi  et  l'o  des  points  quelconques  donnés  sur  les  droites 
Xx  e,  et  Xo  e-2.\  on  a 

ji=z  a,ei-i- pia-i     (a, -4- ^i  =  i), 

ou 

pi  pi  pi 

7l  =   «1  É-l  -*-  y  e,  H-  ^  63  -^  il-  fi, 

P2  h  h 

J2  =  y  ei  -+-  «2  ^2  -1-  y  ^3  -t-  V  ^i- 

Pour  que  les  deux  points  j',  et^'o  coïncident  en  un  point  x.,  il  faut 
que  les  coefficients  des  points  e,,  Co,  ...  soient  égaux  deux  à  deux, 
parce  qu'un  point  ne  peut  être  dérivé  de  quatre  autres  points  que 
d'une  seule  manière.  On  a  donc  les  conditions 


pi  =   p2 


OU 


'        '       3         3 
En  ajoutant  la  condition 

a,-+-  ;3i  =  i, 

on  obtient 

<^i  =T)    pi  =i' 
et  les  valeurs  dei',  etjo  deviennent 

6)  4-  65 -4-  p., -J-  e<. 


donc  les  droites  ^,  e,  et  x^e-i  passent  par  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre.  En  changeant  les  indices,  on  voit  que  les  droites  raPa 
et  X;,e-^  ont  la  même  propriété.  On  a  donc  le  théorème  connu  : 

Lea  quatre  droites  (/tii  /'ois^nenl  1rs  sommets  d' un  tétraèdre 
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avec  les  centres  de  gravité  des  faces  opposées  passent  par  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

En  remplaçant  dans  la  formule 

\X  =  ^1  -4-  Co  -H  «"3  H-  ^i 

^2  +  ^3  +  ^4  P^r  1^  valeur  3  jT)  ,  on  obtient 

^x  =  ci-h'ixi 

et,  en  retranchant  4  <?)  des  deux  côtés, 

4(^7  — ei)  =  3(:ri  — é>i) 
ou 


a-i  — ei        4' 

ce  qui  exprime  la  propriété  connue  des  transversales  du  tétraèdre. 
En  remplaçant,  d'autre  part,  ^i -H  <?o  par  1X^2  et  Ci-^e,,   par 
1  x^!,,  il  vient 

4  :r  =  2^12 -H  2^34 

ou 

x^^^^ii:^^. 

De  même 

^^  3-l3-^-^2^>  ^  3-u-t-.r.23 

2  2 

On  a  donc  le  théorème  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  est  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  centres  de  deux  arêtes  opposées  quelconcjues. 

Pour  le  triangle  ^34<?i^27  les  résultats  obtenus  donnent  encore 
le  théorème  : 

Les  droites  qui  joignent  deux  sommets  d'un  triangle  {e,,e.2) 
au  milieu  de  la  troisième  transversale  {x:ir,Xi.i)  divisent  les 
arêtes  (^si^o -^ai^'ï)  dans  la  proportion  i  \:>.,  et  se  divisent 
entre  elles  dans  la  propjorlion  i  ;  3. 

La  projection  d'un  tétraèdre  sur  le  plan  est  un  (piadiihilère  avec 
ses  deux  diagonales  (il  y  a  deux  formes  de  celle  ligure,  selon 
fpi'un  sormnel  esl  silué  dans  k'  Iriangle  (ninH'  par  les  Irois  antres 
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ou  non).   Les  théorèmes  t'-noncés  ci-dessus  sur  le   tétraèdre   de- 
viennent pour  la  projection  les  suivants  : 

Si  l'on  Joint  chaque  sommet  d'un  quadrilatère  avec  le  centre 
de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  autres  sommets,  ces 
quatre  droites  passent  par  le  même  point  et  se  divisent  entre 
elles  suivant  la  proportion  i  ;  3.  Passent  aussi  par  le  même 
point  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux  arêtes 
opposées  et  ceux  des  diagonales  du  quadrilatère.  Ces  droites  se 
divisent  en  parties  égales. 

Pentaédroïde.  —  Nous  appelons  ainsi  (suivant  M.  Stringham) 
la  figure  à  quatre  dimensions  qui  est  limitée  par  cinq  tétraèdres, 
dont  quatre  ont  chaque  fois  un  sommet  commun. 

Soient  e*,,  ?2'  •••■>  ^5  les  sommets  de  cette  figure.  Alors  les 
centres  des  dix  arêtes  sont 


les  centres  des  dix  faces 


et  les  centres  des  cinq  corps  limitants 

X^—   ; (/■,    .f,     t.    a,    V    =    I,    9.,    3,     i,    3). 

l 

Soient   )',  et  }■>  des  points  rpielronques  donnés  sur  les  droites 
XfCt  et  X2Ci;  on  a 

.>'!=  «1^1 -f-  ?iJ:i      (a,-+  ;iii  :==  i), 

J'2  =  ^2  f  2  -4-   So-Tj       I  aj  -H   ,3;  =  t) 


.-'1  Pi  Pi  Pi 

I  I  I  I 

S.,  3.,  3.,  3., 

}■■■>  =  ^  f]  H-  a.,  r-,    -+-  ---  ^,j  -+-  ~  C;  -f-  -^  e:i. 
■  "         4  "    '  I  ;  i 

Pour  que  les  deux  points  r,  et  l'o  coïncident  en  un  point  .r.  il 
faut  que  les  coefficients  des  points  ^i,  ^o»  •••  soient  égau^  deux  à 
deux  (comme  ci-dessus).  On  a  donc  les  conditions 

I  I 
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a.,=  ^  =  ^ 

4        4 


En  ajoutant  la  condition 

aj-f-  jji  —  I, 

on  obtient 

-  _  1      «  _  * 

*l  —  3>        Pl  —  5» 

elles  valeurs  de  >«  et  ij  deviennent 

_    ^1  -t-  ^2  -^  ^3  -^-  g^  -<-  ^5  ^ 

5 

Donc  les  droites  :r,e,  et  x^e^  passent  par  un  point  qu'on  peut 
appeler,  par  analogie,  «  centre  »  du  pentaédroïde.  En  changeant 
les  indices,  on  voit  que  les  droites  x^es,  ^r^e^,  Xr^e^  ont  la  même 
propriété.  On  a  donc  le  théorème  : 

Les  cinq  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  pentaédroïde 
m^ec  les  centres  des  corps  opposés  passent  par  le  centre  du  pen- 
taédroïde. 

En  remplaçant  dans  la  formule 

5x  =  ei-^  e^i-h  es-h  e'^-h  Ci 

^2  +  Pj  4-  r?4 -t-  fj  par  la  valeur  /ix^,  on  obtient 

■jx  =  ei -H  4-^i. 
et,  en  retranchant  5  f ,  des  deux  côtés, 

5(37  — ei)  =  4(^1—^0 

ou 

X  —  Cl       4 


^•i  —  t'i 


Donc  :  Les  cinq  droites  ci-dessus  mentionnées  se  divisent  entre 
elles  suivant  la  proportion  de  i  :  4* 

En  remplaçant,  d'autre  part,  ^i  + ''a  l>ar  2-^1  a  et  ej+^^+fs 
par  ^.Tsi;;,  il  vient 

OU 


I7<>   - 


c'est-à-dire  qvie  :  Les  dix  droites  qui  joignent  le  milieu  de  chaque 
arête  a^'ec  le  centre  de  la  face  opposée  passent  par  le  centre  du 
pentaédroïde  et  se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion 
de  2  :  3. 

La  projection  d'un  pentaédroïde  dans  l'espace  est  un  corps  qui 
affecte  deux  formes,  selon  qu'un  sommet  est  situé  dans  le  té- 
traèdre formé  par  les  quatre  autres  ou  non.  On  obtient  les  deux 
formes  en  joignant  un  point  (5)  situé  dans  un  tétraèdre,  ou  en 
dehors,  avec  les  quatre  sommets  (i,  2,3,4)-  Alors  les  cinq  té- 
traèdres sont  1234,  1235,  i345,  1245,  2345.  Ou  voit  aussi  faci- 
lement qu'aucune  des  arêtes  et  des  faces  du  pentaédroïde  n'a  dis- 
paru par  la  projection. 

Les  théorèmes  énoncés  ci-dessus  sur  le  pentaédroïde,  appliqués 
à  sa  projection,  deviennent  les  suivants  : 

Si  Ion  joint  un  point  a^'ec  les  sommets  d'un  tétraèdre  et 
chacun  de  ces  cinr^  points  a\ec  le  centre  du  tétraèdre  formé 
par  les  quatre  autres,  ces  cinq  droites  passent  par  le  même 
point  et  se  divisent  entre  elles  dans  la  proportion  de  i  !  4- 
Passent  aussi  par  le  même  point  les  dix  droites  qui  joi- 
gnent deux  à  deux  les  milieux  des  arêtes  avec  les  centres 
des  faces  opposées.  Ces  droites  se  divisent  dans  la  proportion 
de  1  '.6. 

Fis'Uf'c  à  n  dimensions.  —  Sur  la  figure  à  n  dimensions  se 
trouvent  des  figures  limitantes  à  o,  i,  2,...(/^  —  i)  dimensions, 
c'est-à-dire  des  sommets,  arêtes,  faces  (triangles"),  corps  (té- 
traèdres), etc.  Alors  le  nombre  des  figures  limitantes  à  A"  dimen- 
sions est  ('  ) 

I  .  9. .  i  .  .  .  (  A-   -t-  I  ( 


(')    ]'f>ir  STRiNr.iivM,  toc.  cit.,  p.  ••.  —  Pnnr  /.  =  »  — i,  on    olitiont   ( //  —  1 1  "   ou 
;/  -•■-  I . 


-    ISO  — 
Par  conséquent,  il  y  a 

{71  -h  i)    sommets, 
(n  -^  i)2  arêtes, 
(ft  -f- 1)5  faces,  etc. 

Soient  e,,  e^,  ...,  e„_^.i    les    sommets   de  la   figure.    Alors   les 
centres  des  arêtes  sont 


les  centres  des  laces 


i 


et,  en    général,    les    centres    des   figures   limitantes    à    /•   dimen- 
sions 

e,.  -f-  e,.  -f-  . . . -t-  e,.,  .,  ^ 

A'  -^  I 

Chaque  figure  à  A"  dimensions  est  située  vis-à-vis  d'une  autre 
à  («  —  /" — i)  dimensions.  Le  nombre  des  unes  est  aussi  grand 
que  celui  des  autres,  à  cause  de  l'identité 

(n  -H  i)f/.+i.'  =  (n-i-  lyn-k^i+il 

Soient 

^~  k  -^  [  '     •  2  A-  -f- 1 

les  centres  de  deux,  figures  limilanlrs  à  /.  dimensions, 

„-A--i  __  ^<-4-->  -+-  e/,  > .  H-  ■  ■  .  -^  ^„a  1  ■+-  r, 
n  —  A 

/j    -  A 

les  centres  des  figures  situées  vis-à-vis  des  premières. 
En  outre, 

r,=  a,:rt-?,.r;'   ^    '     (a,+  ?,  =  0, 

deu\    points    (piclcninpirs    donnés     sui"    les     droites    ./,./'""*    '    et 
ict-f"   ^    '•    l'^u    reinpliiciiiit    If-,  points  ./parleurs  valeurs,  on    oh- 
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liendra 


'  '  ~  «  —  k    '    k-i-i        k-r-  i       ■  ■  ■        A  -i-  I 

/i  —  A-    '     n  —  A'    n  —  k 

_    a^ei  32^-2  a2<'3  a2eA-i-2 


A-  -f- 1        n  —  k       k-hi 


l-IJ  É^/(  +  l 


/(  —  k         n  —  A"       '  "  '       n  —  k 


Pour  que  les  deux  points  Vi  et jo  coïncident  en  un  point  x,  il 
faut  avoir 


n  —  A        A—  I        A  -î-  1         n  —  A 
et,  par  conséquent, 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

n  t  '■> 

«1  _  y-l  _  ,-'1  __ 


'  a, 


A-  -4-  I        A-  -^  I        /t  —  A        n  —  k 
En  ajoutant  la  condition 

on  obtient 

A-   I        ,,   _  n-k 
rt  -;-  I  II  -^  i 

et  les  valeurs  de  j-,  et  lo  deviennent 

Cl-+-  <'2-^-  •  --î-  <?«  +  ! 

a?  =  1 

n  ^-  I 

ce  qui  est  le  centre  de  la  figure  donnée  à  îi  dimensions. 
On  a  donc  le  théorème  général  : 

Dans  une  figure  de  la  première  série  et  à  n  dimensions, 
/es  (/t  +  i)^*+''  droites,  qui  Joignent  les  centres  de  toutes  les 
figures  limitantes  à  k  dimensions  ai'ec  les  centres  des  figures 
opposées  à  (n  —  k  —  i)  dimensions,  passent  par  le  centre  de 
la  figure  donnée  et  se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion 
de  (k  +  i)  :{n  —  k). 

(iC   ihéorème  no  change  pas  si   les  //  —  i   sonnuels   »h'   la  (igiur 
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donnée  sont  situés  dans  une  étendue  à  moindre  nombre  de  dimen- 
sions. On  a,  en  particulier,  si  les  points  sont  situés  dans  l'espace 
ou  dans  un  plan  : 
i"  Pour  A"  =  o  : 

Étant  donnés  n  •+-  i  points,  les  droites  qui  joignent  chacun 
d'eux  avec  le  centre  de  granité  des  n  autres  passent  par  le 
centre  de  grai'ilé  des  [n -\- \)  points  et  se  di^'isent  entre  elles 
su  liant  la  proportion  de  i  '.  n. 

■2"  Pour  A  =  1  : 

Si  l'on  Joint  les  (n  +  i)  points  donnés  deux  à  deux  par  des 
droites,  et  le  point  milieu  de  chaque  droite  a^-ec  le  centre  de 
grai-ité  des  (n  —  i)  autres  points,  ces  dernières{n  -f-  i)'-'  droites 
passent  par  le  centre  de  gravité  des  (/?-+-  i)  points  donnés  et 
se  divisent  entre  elles  suivant  la  proportion  de  2  '.  (n  —  i),  etc. 

II  est  enfin  aisé  de  voir  qu'il  v  a  encore  d'autres  propriétés  du 
triangle,  susceptibles  d'être  étendues  à  la  figure  à  n  dimensions. 
Mais  il  arrive  quelquefois  que  ce  n'est  pas  la  figure  générale  qui 
a  la  propriété  dont  il  s'agit,  mais  ime  forme  spéciale.  Nous  ver- 
rons la  même  cbose  dans  ce  qui  suit. 

II.    —    FlGLUES    DE    LA    DEUXjiiME    SÉRIE. 

^ous  nous  proposons  maintenant  d'étendre  les  propriétés  du 
quadrilatère  complet  aux  autres  ligures  de  cette  série:  mais  il 
faudra  auparavant  rechercher  la  figure  analogue  située  sur  la  droite. 
C'est,  comme  dans  le  premier  cas,  la  partie  comprise  entre  deux 
points  (<?,,  e-i)',  complétée  par  deux  points  harmoniques. 

Points  harmoniques.  —  Si  deux  points  x^  et  ./o  sont  har- 
moniques par  rapport  à  e^  et  e,-,  on  a 

car  il  suit  de  ces  équations 

a,  1  rj  —  z»!  )  —  %,( Xi- —  r.  i 


ou 
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Cl  —  X\        Xi —  e-i 


ce  qui  est  la  relation  connue  entre  les  points  harmoniques.  En 
outre,  on  voit  que,  x^  étant  choisi  à  volonté,  jTj  est  complètement 
déterminé  à  l'aide  des  nombres  a^  et  a2. 

Avec  les  points  A,  B,  C,  on  peut  former  les  couples  (A,B), 
(B, C),  (C,  A).  Alors  on  peut  déterminer  trois  points  C,,  Ai,  Bj, 
de  façon  que  les  couples 

(A,B),(G,C,),    (B,G),(A,A,),    (G,A),(B,B,) 

soient  harmoniques.  On  peut  facilement  établir  les  équations  qui 
expriment  ce  fait  connu. 

Quadrilatère  complet  {fig.  i).  —    Soit   donné    {fig-    i)   un 

Fifi.  i. 


point  M  dans  le  plan  d'un  triangle  e,<?2e,,  par  l'équation 

(i)  M  =  ai^i-r- ao^».— aaCjC  j. 

Alors  les  points  d'intersection  des  droites  Me,,  M^j,  Mej  avec  les 
arêtes  du  triangle  sont  : 

IMi  =  M  —  «1^1  =  7.2^2-!-  ^tjCa, 
M2  =  M  —  a2  ^2  =  «3  ^3  -+-  3t,  Cl , 
M3  =  M  —  a.-)  €3  =  ai  ei -+-  ao  e-x- 


(')   Nuiis   oiiictlr(>i)s,  pour  ahréf^er,  le  fucifiir  ii',init'-ii(|in"  h  ;;.iiirlie,  qui  est  Idii- 
juiirs  •'■gai  à  \ii  soninit;  dc-s  fUclourb  à  droiic. 
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On  a  maintenant  trois  quadrilatères,  MMo^iMs,  MMjeoM,, 
MM(  esMo ,   dont  les   troisièmes    diagonales    sont   respectivement 

Nous  nous  bornerons  à  étudier  la  pi^emière  de  ces  figures, 
MMo^iMs.  Les  diagonales  sontM^Ms,  Me,,  <?oP3.  Les  points  d'in- 
tersection de  ces  droites  sont  donnés  par  les  équations 

(3)  mMi   =  a2e2-i- a:jé'3=  M  — xi^i, 

(  M23  =  Mo  —M,      =  «3 ^3  —  y-i <'■! ■ 

On  voit  par  ces  équations  que  les  couples 

(PlMi,Mei),       (M,M23,e2e3),       (M23Pl,M2M3) 

sont  harmoniques. 

En  permutant  les  indices  circulairement,  on  obtient  les  mêmes 
résultats  pour  les  deux,  auti^es  quadrilatères. 

Comme 

M,o+  M23+  M31  =  (M,  —  M2)  +  (Mo—  M3  )+  ( M3—  Ml)  =  o, 

on   voit  que  les  points  M) 2,  JNLa?  M31   sont  situés  sur  la  même 
droite. 

Les  centres  des  diagonales  INLlNLi  et  Mr",  (niullipliés  par  2) 
sont 

(«)  (  M.+  M.,)  =  =^i±J^  +  "'^'"^"-^"S 

a3-4-  X]  Xi  -f-   T.-, 

ib)  ( <?i  4-  M )  =  ( I  H-  a,  )  r'i  -H  ao e. -\-  a3 c^. 

On  tire  de  (a) 

(a, —  a.  if  a,  +  a3  )(  .Mo-l-  M3)^.:  a,  |  a3C3+  'ji.,('.,-\-  (  i  -J-  aj  )fij-i-  a2a3(  ^2  + t'u^. 

ou,  à  l'aide  de  (^), 

(a, -4-  a.jl  a,-;-  a,)  (M. -h-  1M3;  =  Xi(<'i-I-  M}+  a^  0(3(^2 -4-  C3). 

Cette  équation  dit  qu'il  existe  une  relation  numérique  entre  les 
centres  [^(M.  +  Ma),  ^(e, +  M),  ^,{r.-\- e-^)]  des  diagonales  du 
quadrilatère  complet,  ou  que  ces  centres  sont  situés  sur  la  même 
droite. 

Tous  ces  résultats  sont  bien  connus,  mais  il  lallail  les  (li'mon- 
trer  ici,  eu  égard  à  l'analogie   des  figures  à  plus  de  deux  dimen- 
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sions  et  pour  mieux  préparer  le  lecteur  aux  calculs  dont  nous  allons 
faire  usage. 

Ainsi   nous   allons  démontrer  l'analogie    entre   le  quadrilatère 
complet  et  la  figure  de  quatre  points  harmoniques  sur  une  droite: 

1°  Si  Ton  multiplie  extérieurement  les  équations  des  points  har- 
moniques 

(ai-|-a2)a7i  =  aie,  +  ag^o, 

(ai  —  cc2)x-2=  ai  gj  —  a-,  e* 
par  e,  et  par  e-^,  on  obtient  (comme  e,  <?,  =  ^2^2  =  0) 

(ai^a2)(^ie,j  =       cio(e.2ei),     (a, -^  a^)  (e,^!  )  ==  a,(e.2ei  ), 
(a,—  a,)  (^2^1)  =  —  «2(62^1  ),     (a, —  a,)  (^2  ^2)=  ='i(«ie2). 

Donc,  par  division, 

(  gi  ej  )  _  (x,ei\ 
{e-yj-i)        iu:,e2) 

En  remplaçant  (e^^^t)  par   — (xie^),   on  peut  tlonuer  à  celte 
équation  la  forme 

(rié-,  )  (T2e2)  _ 

Multiplions  alors   extérieurement   les  équations  du   quadrilatère 
complet  MMoCiMs, 

1    .Ml  =  ajé'i— a:je3     par     (  e,  eo  )  et  (^361), 

(2)  '    M2=  ajea— ai^»,     par     (e^^'a)  et  (6163), 

(   M3=  a,  ^i-r- aoeo     par     (^3^1)  et  (^263). 

En  ajoutant  à  gauche  les  facteurs  omis,  nous  obtiendrons 

i(Mieié'o  )  =  a3(>3«"ié'2),  (Mi^sé-i)  =  a2(^2^3«'i), 
(  M,  e.  ^3  )  =  t-\  (  ex  e2  ^3  ),  (  ^2  ^i  ^2  )  =  '^3  i  ^s  e,  e,  ), 
(.Maes^i  )  -^  aoieaCs^i),     (^13^2^3)  =  a,(e,  ^2^3). 

Or  on  a 

{616263)  =  (626361)  =  (636162), 

parce  qu'un  produit  extérieur  reste  invariable  par  deux  permuta- 
tions de  facteurs  voisins. 
Donc,  par  division, 

(Ml  61  62^  OL3  013^3^1^  ^2  (.M2f2^3'l  ï| 


(3-) 


(\li<?3<?,  )        ^2       {^136263)        a,        (Maeie,) 
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par  conséquent 

,  (Mieifo)  i^he^fO  (Mae^ea)  ^ 

^^^  (Mies^i)  (Mae^ea)  (M^ei^î) 

Comme  un  produit  extérieur  de  trois  points  A,  B,  C  représente  la 
double  aire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  la  dernière  équation  éta- 
blit, entre  les  triangles  du  quadrilatère  complet,  une  relation  tout 
à  fait  analogue  à  celle  qui  existe  entre  les  distances  des  points 
harmoniques. 

Au  surplus,  on  peut  vérifier  le  dernier  résultat  par  une  simple 
réflexion  géométrique.  On  a  évidemment 

ei  de  même  les  deux  autres  équations  (3"). 

A  cause  de  la  relation  (4),  on  peut  dire  que  le  groupe  des  points 
M(,  Mo,  Ma  est  harmonique  par  rapport  à  e^,  e-y,  f'n,  d'où  résulte 
le  théorème  : 

Jl  y  a  dans  le  plan  an  nombre  infini  de  groupes  de  trois 
points,  qui  sont  harmoniques  par  rapport  à  un  groupe  donné. 
Avec  ce  groupe  (<?i,  Co,  6;,),  chaque  quatrième  point  (M)  déter- 
mine trois  autres  points  (M,,  Mo,  M3)  harmoniques  par  rapport 
(i{et,e.i,e3). 

2"  Si  l'on  résout  les  équations  des  points  liarmoniques 

(a,  — a.,)r2  =  2,^1  — a^^a, 
par  rapport  à  e^  et  e^,  en  posant 

ai  -t-  «2  =  '■*?!)      2ti  —  a»  =  ■>>.  '^i, 
on  aura 

ce  qui  exprime  ce  tliéorème  connu  : 

Si  II'  cdUph'  .r,,  x-,  est  liaritauiujuc  par  rapport  à  («'(,  t'j), 
ic\,  Co )  rsl  aussi  harmoniqur  par  rapport  à  ./',,  ./r.^. 
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De  mètne,  en  regardant  les  équations  du  quadrilatère  complet 

M  =  aiei-t-(a2-t-  ajjMi, 

M  =  a,  ^2  +  (  «3 -+-  «O^li) 

M  =  a3e3+(ai+a2)M:j, 

on  voit  que  les  groupes  (e,,  60,^3),  (M,,  Ma,  M3)  dépendent  l'un 
de  l'autre  par  des  équations  analogues.  Par  conséquenl,  on  peut 
dire  : 

Si  le  groupe  (M,,Mo,  M3)  esi  harmonique  par  rapport  à 
(^1,  <?2,e:t)'    (^o<?2><'3)    est    aussi    harmonique  par  rapport    à 

(M,,M2,M3). 

Néanmoins,  il  faut  remarquer  que  la  réciprocité  entre  les  groupes 
(M,,  M2,  M;,)  el(.^i,  <^^'a,  63)  n'est  pas  aussi  complète  que  celle  entre 
les  couples  harmoniques  (X),  x■^)  et  (e,,  eo). 

On  voit,  par  exemple,  que  deux  points  e  sont  en  ligne  droite 
avec  un  point  M,  mais  non  vice  versa.  Il  fallait  s'attendre  à  cette 
circonstance,  parce  qu'il  y  a  réciprocité  sur  la  droite  entre  deux 
points,  sur  le  plan  entre  un  point  et  une  droite;  par  conséquent, 
il  faut  que  la  relation  réciproque  à  celle  de  points  soit  une  relation 
de  droites.  En  effet,  soit 

{exe-i)    =  t^,      (^2^3)     =£1,      (<?3<'i)     =£2, 
(  M,  M2  )  =  [JI3 ,     (  M,  M3  )  =  [J^i ,     (  i\l3  M 1  )  =  [x,  ; 

alors  on  voit  que  deux  droites  ]x  passent  par  le  même  point  avec 
une  droite  £,  ce  qui  est  la  relation  réciproque  à  la  susdite. 

Donc  on  appellera  exactement  harmoniques  entre  eux  les  couples 

(e,,  e„  es),  (1^,,  [Xo,  [J.3)  et  (M,,  M.,  M,),  (£,,  £2,  -3). 

3"  Si  l'on  pose 

«3=0 

dans  les  équations  du  quadrilatère  complet  (i),  (2),  (3),  on  voit 
d'abord  que  le  point  e-^  est  à  l'infini  ;  puis  on  aura 

:M  =  M3,     Mi  —  ex,     I\li  =  ^2, 
et  les  équations  restantes  sont 

^■ic-î^  M3— «l^'l» 
Pi-  M3+a,e,, 

c'est-à-dire  que   les   neuf  points   du    quadrilatère    fomplrl  ^e  sont 
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transformés  en  qualre  points  harmoniques.  Donc  la  dernière  figure 
est  un  cas  particulier  de  la  précédente,  et  l'on  a  le  théorème  : 

Soient  donnés  deux  groupes  de  trois  points  harmoniques 
(M,,  M2,  Ma),  (^,,^2,  e^).  Si  un  point  (cs)  est  supposé  à  Vinfini, 
les  autres  points  coïncident  en  trois  points  ((?(,  M3,  C2)  d'une 
droite,  et  la  figure  du  cjuadrilatère  complet,  dont  P,  est  le 
point  d'intersectio/i  des  diagonales  M2M3  et  M,e,,  se  trans- 
forme en  la  figure  des  couples  Jiarmoniques  (M-i,  e,),  (eo,  P,). 

Hexaèdre  complet  (fg.  2).  —  Soit  donné  un  point  M  dans  un 
tétraèdre  Cy  e^  e-i  e.,  par  Téquation 

(i)  -'^I  =  ^i^i-r- 3t2É'-2-+-  ^ts^a-f- ai^^. 


Alors  les  points  d'intersection   des  droites  Me,,  Mt'o,  Mes,  Me4 
avec  les  faces  du  tétraèdre  sont 


(■X) 


M,  =  M       22^2=  aj^j-i- a^ei-f- a,  e,, 
M-,  —  M  —  a:,r;,       y.>,e;-^-  t^Cx  ■+-  Utet, 

M,        M  —  :(,(•,       2t| '*i -!- 2(j''2 -T- a:,  (":|. 


«3  ^3  =  -'l  —  «3  ^3  —  a^  ^i  =  a,  ^1  - 

-«2^2, 

a;  ?4  =  M  —  a;  «"i  —  a,  eo  =  ocj  ^j  - 

'-a3e3, 

«2 ^2  —  -^1  —  '^ï^-1  —  3C3 63  =  ai  ^1  - 

-ai^i. 
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Soit/\v/  une  pernuilalion  quelconque  des  nombres  2,  3,  4-  Alors 
les  six  droites  6',M^  coupent  les  arêtes  e,  et  suivant  les  trois  points 
M(f  ;  car  on  a 

i     M,.2=M3-a;ei=M; 

:3)       !    M,  3=   Mi—  7.2é>2=M2 

(  Mu  =  M2—  a3e3  =  M3 

Or  les  droites  e,M,  MioMs,  MisMg,  MiiM,  sont  les  axes  diago- 
naux d'un  hexaèdre  qui  est  une  partie  du  tétraèdre  donné.  Il  y  a 
encore  trois  autres  hexaèdres  qui  en  dérivent.  Pour  les  obtenir,  il 
fautchanger  trois  fois  circulairement  lesindicesdesaxcs  du  premier. 
En  étudiant  le  premier  hexaèdre,  nous  verrons  immédiatement  que 
ces  corps,  contrairement  à  ce  qu'il  fallait  attendre,  ne  représentent 
pas  le  cas  général  d'un  hexaèdre. 

D'après  les  équations  (2)  et  (3),  les  droites  MiNL,  p,  M,2,  M,  M,  3, 
iNIjMi^  passent  par  le  point  ^o  ;  car  on  a 

M2     =M    «2^2?        ^Ïl2  =  ■^l  «"l-i-  ''2«'2, 

IM13  =   M; a2<'2,       Mii  =  M3—  32^2, 

d'où  l'on  tire 

a.e,^  M  — M2=:sr,2— a,?,  =  M^— M,3=  M3— M,i. 

De  même 

as  63=  M  —  M3=  Mi3— «161=  M2— M]4  =  M^— Mj,, 
«4^4=  M  — Mi^^  Mu— aie,  =  M3— M,2=M2— M,3. 

Or  la  troisième  série  est  une  conséquence  des  deux  précédentes, 
ce  qu'on  voit  en  regardant  les  équations 

M  — M2^M4— Mi3,     M  — M3==  M4— M,2,     M,3- a,  e,  =  M2MU. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Soient  aa\  hb' ,  ce'  six  phais  formant  un  hexaèdre,  deux  à 
deux  opposés.  Si  les  quatre  plans  hb' ,  ce' passent  par  le  même 
point  (e.2)  et  les  plans  aa',  ce'  par  le  même  point  (<'.i),  les  /dans 
aa',  bb'  passent  aussi  par  le  même  point  {e<,). 

En  d'autres  termes  :  Si  les  sommets  d'un  hexaèdre  sont  situés 
deux  II  deux  sur  les  droites  de  deux  faisceaux  de  quatre  rarons, 
il  existe  encore  un  troisième  faisceau  qui  a  la  même  propriété. 
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En  ouH-e,  il  suit  des  équations  (i),  (2),  (3),  si  nous  posons 

Pj  =  -2  ai  Cl  —  ^2  ^2  -^  ot.j  €3  -^  a.,  e; . 
(4)  p,  =.  >I_  a,  e^  =  M,^  M,,  =  M3-  M, 3  =  M;-^  Mu, 

c'est-à-dire  que  les  axes  de  cet  hexaèdre  passent  par  le  même 
point  (Pi  ). 

Si  nous  posons,  en  particulier, 

(a)  ^1  =  1)     il  où     «2— aj— ai  =  o, 

l'axe  M<?|  est  divisé  en  parties  égales  par  le  point  P,.  Do  même, 
l'axe  MoMio  si 

(6)  a2=a3-i-av 

(car,   en  ce  cas,   les  coefficients  des  points  Ma  et  iMcj  sont  égaux 
entre  eux).  Des  deux  conditions  (a)  et  (^),  il  suit 

(c)  ^2  =  0(3-^  a;  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  point  e^  est  à  l'infini. 
L'axe  MsMis  est  divisé  de  même  si 

{cl)  a,  =  7.^--  a,. 

On  tire  de  [c)  et  (c/) 

^3  =  »i  =  o» 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  e^  et  ^4  sont  aussi  à  l'infini,  et  l'axe 
M^Mn  est  divisé  comme  les  autres.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  les  axes  d'un  hexaèdre  passent  par  le  même  point  et  si 
trois  axes  se  divisent  entre  eux  en  parties  é féales,  il  en  est  de 
même  du  quatrième,  et  l' hexaèdre  est  un  parallélépipède. 

Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  parlé  que  du  simple  hexaèdre. 
Les  six  faces  de  ce  corps,  étendues  jusqu'à  leurs  points  d'inter- 
section (^2,  ^3,  p^),  forment  un  hexaèdre  complet,  dont  cha(|ue 
lace  est  un  quadrilatère  complet.  Les  troisièmes  diagonales  de 
ces  six  quadrilatères,  deux  à  deux  coïncidentes,  sont  les  droites 
f-if^i  ^3^i?  f\Ci-  Nous  appellerons  les  jioints  r^,  r*;,,  ^,  som- 
mets secondaires,  les  droites  e^e^^,  c^f\,  ^j^a  ftxes  secondaires, 
le  plan  ^2^1^»  plan  diagonal  secondaire  (-*)  de  l'hexaèdre 
complet. 

Si  l'on  construit  les  diiigonales  principales  des  faces  de  l'hexaèdre. 
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chaque  plan  diagonal  principal  est  aussi  un  quadrilatère  coniplel 
avec  ses  trois  diagonales. 

Les  diagonales  principales  des  six  faces  rencontrent  les  troi- 

rig.  3. 


sièmes  diagonales,  suivant  les  points  {^/ig-  3) 
'  Mi, 


(5) 

(6) 
Gomme 


M,,  =  M. 


a,ci=  M  —  M, 2=  ajCa—  a.  e.,, 
ai  ei  =  M  —  Mi3  =  'X'^e^—  oi^e^, 
ai  ei  =  !\I  —  Mu  =  'x^e^ —  ■2.3^3, 


;    M;3=  Mn—  M, 3=  M3—  Mi=   StiÉ-i—  ^3^3, 

I  Mn=  M,2— Mu=  Mi— Mo^as^j— ^i^-i, 
(  M3,  =  M, 3-  Ml,  =  M,-  Ma  =  0L,e3-  ^le-i. 


M.,^M, 


M32  -  o, 


il  en  résulte  que  ces  trois  points  sont  situés  sur  la  même  droite. 
On  a,  en  outre, 

^       -M30     =M2v--M„, 
{  M,  — 'iai^v=M2i— Mi3. 


(6«) 


el  deux  autres  couples  d'équations  par  le  changement  des  indices 
2,  3,  4i  d'où  résulte  que  les  droites  M,e2»  ^Ii^3'  ^Ii^4  rencon- 
trent la  droite  des  points  Mi.i,  M^i,  ^^My  suivant  les  quatrièmes 
points  harnioniqucs  conjugués  i'i  Mut,  ^l.j\>  ^I:ij- 
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Posons 

,  N2i  =  «363-4-  a^^i—  a.2é'2=  M32-+-a.  f.  =  as  63—  Mji, 

(7)                      •]    ^31=  «i^i-f-  a2C2—  =«3^3=  >U3-|-  a2e'2  =  avé'2—  M32, 
(   Ni,  =   a2  62  -r-  «3  £-3 a^  f  4  =  .Mo;  -^  «3  ('3  =  22  É'2 M43. 

On  voit,  par  ces  équations,  que  les  droites  M^^e^,  ^104^3,  Mjo^i 
forment  un  triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  INo,,  N31 ,  N^i, 
et  qu'il  V  a  les  couples  liarmoniques 

Le  triangle  NoiNsiN;)  est  circonscrit  à  ^2^3<?iî  le  triangle 
M23M34M40  est  inscrit  ;  d'où  résultent  des  quadrilatères  trois  fois 
complets. 

Les  trois  plans  diagonaux  passant  par  le  sommet  C|  rencontrent 
le  plan  diagonal  secondaire  suivant  les  droites  r^Ms^,  ^s^IjO'. 
64^123*,  les  trois  autres  plans  diagonaux  rencontrent  le  même  plan 
suivant  les  droites  eoMis,  ^3^124,  e^M^i-i  ['). 

Nous  avions  remarqué  qu  il  y  a  des  points  harmoniques  sur 
toutes  les  arêtes  et  diagonales  du  quadrilatère  complet.  De  même 
il  y  a  des  quadrilatères  complets  sur  toutes  les  faces  et  plans  dia- 
gonaux de  l'hexaèdre  complet.  Le  septième  plan  diagonal  (secon- 


(')  Pour  démontrer  ces  propositions,  posons 

(f,(>,,C-jP,)  =1. 

Alors  (i)  un  des  plans  passant  par  e^  est 

(6,6, M,)  =  aj{e,e.,e^)  -(-  a^(e,e^e.), 
et  le  pl.Tu  diagonal  secondaire  est 

Multipliant  ces  deux  expressions  et  omettant  le  facliMir 

on  obtient 

ce  qui  est  égal  à 

Donc  celte  ligne  est  la   ligne  rrintersection  des  deu\  plans.  (  ;•  )    In  de^  autres 

plans  est 

(M„M,3eJ  -  a,  a3(e, «.,«?,)  -+-  a,a,^;e.e,  4-  «jaiP^ejC,. 

En  opfTant  comme  ci-dessus  on  obtient 
*'<■  iiu'il   liilhiil  cli'iiiuiil  i')T. 
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df^ire)  corres|)<)a(l  à  la   Iroisiômc  diagonale.   Pour  compléter  celle 
analogie,  nous  n^pélons  les  i-éllexions  faites  sur  le  ([iiadrilatère  : 

1"  Si  l'on  multiplie  extérieurement  les  équations  de  l'hexaèdre 
complet 
(I)  M 1  =  a, («a -^  îtï ^3 -f- Xi e^     par     (eieiei)  et  (e^eiez), 

I  M  2  =  «3  es  -4-  cXi  Ci  -1-  ai  Si     par     (  ^2  «3  e*  )  et  (  gj  63  «a  ). 
(■2)  )  M3=  ai^i-^  ajCi-i-aoeî     par     (636,,^,  )  et  (eo^sev), 

'  Mi  =  a,  PiH- a2e.2-T- «3^3     par     (e^eieo)  et  («364^1), 

on  obtient 

(Ml  61^263)  =  ai(  646,^0  63),  (Mie4^ie2)  =  a.3(^3e4<?ie2), 

(M2e2^3^4)  =  ='1(^1626364),  {Moeie^es)  —  ^iie^eie^es), 

(M3e3e4ei)  =  X2{e2e3ef,ei),  ('She-ie^e,^)  —  a,  (gj  6,63  64), 

{M'^C'^eie-i)  =  0C3(e3e4Cie2),  (M4  63^461)  =  a2(  626364^1), 

et,  par  les  mêmes  opérations  que  plus  haut,  il  vient 

(MiCiea^s)  (Mi^'iejeo)  (M3e3e4ei)  (M2e2e3e4) 


(8) 


(Ml 64 61^2)  (M4e3e4é'i)  (M3é?2e3e4)  (M2eie2  63) 


Comme  un  produit  extérieur  de  quatre  points  A,  B,  G,  D  représente 
le  triple  volume  du  tétraèdre  ABCD,  on  voit  que  la  dernière  équa- 
tion établit  entre  les  tétraèdres  de  l'hexaèdre  complet  une  relation 
analogue  aux  précédentes.  On  peut  aussi,  d'une  façon  analogue, 
vérifier  cette  relation  par  des  considérations  géométriques. 

A  cause  de  la  relation  (8),  on  dira  que  le  groupe  des  points  M,, 
Mo,  M3,  M4  est  harmonique  par  rapport  à  c'i,  Co,  e-i,  e^  ;  alors  on  a 
ce  théorème  : 

Ilj-  a  dans  l'espace  un  nombi^e  infini  de  groupes  de  quatre 
points^  qui  sont  harmoniques  par  rapport  à  un  groupe  donné. 
Avec  ce  groupe  (e, ,  eo,  <?3,  «4),  chaque  cinquième  point  (M)  dé- 
termine quatre  autres  points  (M, ,  Mo,  M3,  M^)  harmoniques  par 
rapport  f>  (e,,  Co,  e-^,  e.;). 

a°  Des  équations  (2),  il  résulte  que  les  groupes  (<?,,  e.2,  <';,,  e,,), 
(M,,  Mo,  M3,  M4)  dépendent  Tim  de  l'autre  par  des  équations  ana- 
logues. Par  conséquent,  on  peut  dire  : 

Si  le  groupe  (M,,  Mo,  M3,  M4)  e^/'  harmonique  par  rapport 
à  (f , ,  eo,  C3,  e!,)y  (c, ,  ^o,  ('3,  C;  ")  est  aussi  harmnnitiur  par  rapport 

à  (;m,.Mo.M3.M4V 
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Si  nous  posons 

{e,.e,et)  =  £„,     (M,.  M,.  M,)  =  |^„, 

rslu  étant  une  permutation  quelconque  des  nombres  r,  2,  3,  4i  •' 
y  a  une  complète  réciprocité  :  i*^  entre  les  points  e  et  les  plans  ii  ; 
2"  entre  les  points  M  et  les  plans  £. 
3°  Si  l'on  pose 

ai  =  0 

dans  les  équations  de  l'hexaèdre  complet  (i),  (2),  (3),  (4)>  (à),  le 
point  e.;  est  à  Tinfini  ;  on  aura  ensuite 

M  =  Mi, 
M,  =  Mi3.     Mi,  =  ^2, 
M3  =  M12,     M34  =  63, 
Ml  =  M23,     M, 4  =  ei, 

et  les  équations  restantes  sont 

Mi  =  oLiei-h  ■Xie.2-\-  23^3,     M23  =  'J.^,e2-\-  a^e^, 

P,   =  xMi-t- ai^i,  Mi3  =  a3e3-i-a,ei, 

M12  =  a,ci-+-  a.,  £"2^ 

c'est-à-dire  que  les  seize  points  de  l'hexaèdre  complet  se  sont  trans- 
formés en  huit  points  qui  deviennent  les  neuf  points  d'un  quadri- 
latère complet,  si  on  leur  ajoute  le  point  M32  (6).  Donc  la  dernière 
figure  est  un  cas  particulier  de  la  précédente,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Soient  donnés  deux  groupes  de  quatre  points  harmoniques 
(M, ,  Mo,  M3,  M.i ),  (e, ,  eo,  63,  e.i).  Si  un  point  {c)  est  supposé  à 
l'infini,  les  autres  forment  deux  groupes  de  trois  points  har- 
moniques avec  le  point  M,  et  la  figure  de  l'hexaèdre  complet, 
dont  e,  MoMsjM/,  sont  quatre  sommets,  se  transforme  en  la 
figure  d' un  quadrilatère  complet. 

Octaédroïde  complet  {fig.  4)-  —  Nous  appelons  octaédroïde  la 
figure  à  quatre  dimensions  qui  est  limitée  par  huit  hexaèdres  dont 
chaque  lois  quatre  ont  un  sommet  commun.  Cette  figure  a  seize 
sommcls,  trcnlf'-(h'u\  arêtes,  vingl-ipiatre  faces. 

I.a  projection  d'un  oclaéih-oi'dc  dans  l'espace  peut  être  effectuée 
de  plusieurs  manières.  La  plus  enrninode  est  la  suivante  :  on  con- 
struit un  hexaèdre  au  (le(laii>  d'im  aiilrt-.   de  S(Ule  <pie  les  laces  de 


—  i9o  — 
l'un  soient  situées  vis-à-vis  de  celles  de  l'autre,  et  l'on  joint  par 

Fig.  4. 


^,  '  - 


— --^ 


des  droites  les  sommets    des  deux  corps  deux  à  deux   opposés. 
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Nous  avons  vu  que  les  figures  complètes  du  quadrilatère  et  de 
l'hexaèdre  tirent  leur  origine  du  triangle  et  du  tétraèdre.  Ainsi  de 
chacune  des  figures  de  la  première  série  résulte  une  figure  com- 
plète de  la  deuxième  série,  et  nous  allons  voir  que  l'on  passe  du 
pentaédroïde  à  la  figure  de  l'octaédroïde  complet  par  des  construc- 
tions tout  à  fait  analogues  aux  précédentes. 

Quoiqu'il  soit  impossible  de  se  faire  une  idée  de  ces  figures,  on 
peut  aisément  effectuer  ces  constructions  en  opérant  sur  les  pro- 
jections des  figures  dans  l'espace,  ou  même  sur  les  projections  sur 
le  plan. 

On  remarque  aussi  que  l'existence  (idéale)  des  figures  de  la  pre- 
mière série  entraîne  celle  des  figures  de  la  deuxième  série. 

Pour  construire  l'octaédroïde  complet,  soit  donné  un  point  M 
dans  un  pentaédroïde  6,6063  64^5  par  l'équation 

(i)  ^I  =  ajei-i- aoe2  +  .  .  .+ as^s. 

Alors  les  cinq  points  d'intersection  des  droites  Me,,  Meo»  •••>  M65 
avec  les  tétraèdres  limitants  60  636463,  6,  636465,  . . .,  e^e^2  6364,  qui 
sont  situés  vis-à-vis  des  points  e,,  60,  . . .,  65,  sont 

(1)  iNIj  =  M  —  %iei  =  oi.2e2-^  '^t'^s-^  ^^e^-h  x-^e^, 

Comme  le  point  M,  est  situé  dans  le  tétraèdre  60636465,  on  peut 
construire  les  droites  M,  60,  M,  63,  M,  64,  M,  65,  qui  rencontrenl 
les  faces  opposées  aux  quatre  points 

(3)  M3i.5  =  Ali  —  22^2  =  JM  —  ^1^1  —  '^■ic-i  =  ^a^a-*-  ^i  <^i-t- ^ts^g  =  M2  —  a,  ej,.... 

Comme  dans  les  formules  (3)  on  peut  remplacer  le  point  M,  [)ar 
Mo,  ••••  M5,  le  système  (3)  comprend  vingt  formules;  mais  les 
points  représentés  par  ces  formules  coïncident  deux  à  deux,  de 
sorte  qu'il  ny  a  que  dix  points  My,,,,-,  ce  qu'on  voit  aussi  immé- 
diatement,comme  il  n'y  a  que  5'''=  roronihinnisons  dccinqnom- 
brcs  trois  à  lrf>is. 

Enfin,  on  consiruil  dans  la  fiicc  c.if.C',  les  droites  lM3i563, 
M3',56,j,  Al34;i6.,,  (|iii  rtMicf »n I Tcn l  les  ;ir<'los  o[)posées  ;mix  trois 
points 

^1*5=^  '"Mais— 3'3<'.i  =  -^'1     —  «2^2— «:i''.i  =  M  —  c(|r,—  aj^j— a.i*'. 


fi)    , 
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Comme  dans  les  formules  (4),  on  peut  remplacer  le  poinl  M345 
par  les  neuf  aulres  points  M^^,. ;  le  S}stème  (4)  comprend  trente 
formules,  mais  les  points  représentés  coïncident  trois  à  trois,  de 
sorte  qu'il  n'y  a  que  dix  points  M^y. 

Alors  le  pentaédroïde  est  décomposé  en  cinq  octaédroïdes.  Les 
constructions  précédentes  se  simplifient,  si  l'on  veut  construire 
seulement  un  octaédroïde.  Alors,  par  exemple,  on  omettra  le 
point  M5  et  les  constructions  faites  sur  le  tétraèdre  e,  eoe3<?4  et 
ses  faces;  donc  on  n'a  que  les  points 

(2)  M„  M„  M3,  M,; 

(3)  Mi.25,    M, 35,    M230,    Muô,    M245,    M3i3; 

(4)  M,5,     M.2g,    M35,     M45, 

qui  font  ensemble,   avec  les  points  M,  e^  les  seize  sommets  de 
l'octaédroïde 

•,     M35     M345     M45  M235     M25     M245     Ml 


^^^  (     M        M3  M, 25       M4  M145       M2  Mi33       Mis. 

Si  l'on  construit  la  projection  de  l'octaédroïde  de  la  manière 
susdite,  la  première  ligne  de  (5)  donne  les  sommets  de  l'hexaèdre 
extérieur;  la  seconde,  les  sommets  de  l'intérieur.  Les  points  symé- 
triques de  la  même  ligne  sont  les  sommets  opposés  de  l'hexaèdre; 
les  points  symétriques  de  lignes  différentes  sont  les  sommets  des 
hexaèdres  qu'il  faut  joindre  pour  obtenir  la  figure  de  l'octaédroïde. 
Enfin  deux  points  situés  l'un  sous  l'autre  sont  des  sommets  opposés 
de  l'octaédroïde. 

D'après  les  équations  (2),  (3),  (4),  les  quatre  couples  de  droites 


1. 

2. 

3. 

■i. 

M      Ma, 

M345M1, 

M145M3, 

M135M4, 

M125M16, 

M245M45, 

M235M35, 

«5         M25 

ou  les  six  faisceaux  de  rayons  12,  i3,  i4,  23,  -:>./[,  34  passent  par 
le  point  e.2.  On  peut  aussi  dire  que  le  point  Co  est  commun  aux 
six  corps  (espaces)  limitant  l'octaédroïde,  qui  contiennent  les  six 
faisceaux  susdits,  ou  que  ces  corps  (espaces)  limitants  passent 
par  le  point  e^- 

Cette  relation  est  représentée  par  les  équations 

a, ^2  =  M       -  M2  =  Ml     -  M345  =  M3    —  Mi4à  =  Mi   -  M,3s 

=   M,2ô—  Mi5=    M2'.5—  Mis     =  M235=   M35     =  M25—  «st-i- 


On 

a  de 

même 

3t3e3  = 

M      - 

= 

Mass- 

24^4 = 

ai      - 

= 

M3.5- 
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M3  =  M,    -  Mu5  =  M4    -  M215  =  Ml  -  M245 

M25=M3i5—  M,5     =M345—  M45    =M35—  0^565, 

M,  =  M3    -  M,,3  =  Ml     -  M323  =  M,  -  M3,5 

M33  =  M425-M,5    =M4i5-M,5    =  M,'.- oi,e„ 

as  es=M      —  M-,  =  Mj     —  M035  =  ^2    —  IM435  =  M3  —  M^os 

=   M:,5=M4,=  Mi35-M33     =M,,g-M25     =Mi5—  ^5^5. 

Or  le  dernier  groupe  d'équations  est  une  conséquence  des  précé- 
dents ;  donc  on  a  le  théorème  : 

Soient  aa',  bb' ,  cd ,  dd! huit  espaces,  formant  un  octaédroïde, 
deux  à  deux  opposés.  Si  les  six  espaces  aa  ,  bb' ,  ce'  passent  par 
le  même  point  (t'a),  les  six  espaces  aa' ,  bb' ,  ce'  par  le  même 
point  (^4)  et  les  six  espaces  aa' ,  ce' ,  dd' par  le  même  point  (es), 
les  espaces  bb',  ce',  dd'  passent  aussi  par  le  même  point  {e^). 

En  d'autres  termes  :  Si  les  seize  soryimets  d'un  octaédroïde 
sont  situés  deux  à  deux  sur  trois  faisceaux  de  huit  rayons,  il 
existe  encore  un  quatrième  faisceau  qui  a  la  même  propriété. 

Ce  théorème  ne  change  pas,  si  l'on  remplace  l'octaédroïde  par 
ses  projections  dans  l'espace  ou  dans  le  plan.  Alors  on  peut  dire  : 

Si,  dans  l'espace  ou  dans  le  plan,  trois  faisceaux  de  huit 
rayons  passent  par  les  mêmes  seize  points,  il  existe  encore  un 
quatrième  faisceau  cjui  a  la  même  propriété. 

En  outre,  il  suit  des  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  si  nous  posons 

l'ô  =  ai  Cl  -i-  a2  e-i  -i-  aj  es  -f-  aj  64  -t-  2  as  ^5, 

^I'3=M         -f-ases  =  M3-l-M35=  M,2s-(-M345=  M4-+-M4S 
i  =M235+M,45=M2+M25=M245+M,33=M,-+-Mi5, 

c'est-à-dire  que  les  axes  de  cet  octaédroïde  passent  par  le  même 
point  (ps). 

Si  nous  posons,  en  particulier, 

{Cl)  2t;  =  I      (  ai -f- ao-f- 234- ai  =  o). 

Taxe  Me^  est   divisé  en  parties  égales   |)ar  \c  point  r,,.    De  mcnic 
l'axe  M,  M,.,,  si 

(h)  a,  =  aj-r- a.,-T- ai. 
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De  i/i)  et  {b),  Il  suit 

(c)  a,  =  o  =  a^-t- Xj-H  a.., 

c'esl-à-dirf  que  le  pointe,    esta  l'infini.  L'axe  M2M..J  est  divise 
de  même,  si 

{a)  2,=  x3-i-  aj. 

De  (c)  et    d),  il  suil 
e)  ao  =  o  =  a;, -i-  a^  ; 

donc  <?2   est  à    l'infini.    Enfin    Taxe  MgMsi   est  divisé  en   parties 
égales,  si 

d'où  il  suil  que 

«3  =  0=3(4. 

En  ce  cas,  e-i  et  e-,  sont  à  l'infini,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  les  axes  d'un  octaédroïde  passent  par  le  même  point  et 
si  quatre  axes  se  divisent  entre  eux  en  parties  égales,  il  en  est 
de  même  des  autres  quatre  axes. 

Dans  l'étendue  à  quatre  dimensions,  deux  espaces  ou  «  se 
coupent  y>  suivant  un  plan,  ou  sont  «  parallèles  »,  c'est-à-dire 
qu'ils  n'ont  pas  de  points  communs.  Donc  on  peut  ajouter,  au 
dernier  théorème,  que  les  espaces  opposés  de  notre  octaédroïde 
sont  parallèles  deux  à  deux. 

Les  huit  axes  de  l'octaédroïde  sont  situés  deux  à  deux  dans  un 
plan.  Le  nombre  de  ces  plans  (quadrilatères)  est  S'-'^aS-  De 
ces  quadrilatères,  seize  sont  formés  par  deux  arêtes  de  l'octaé- 
droïde et  deux  axes  d'un  hexaèdre  limitant,  douze  par  quatre  dia- 
gonales des  quadrilatères  limitants.  Nous  appellerons  les  seize  plans 
de  la  première  espèce  plans  diagonaux  de  l'octaédroïde. 

Ensuite  les  huit  axes  de  l'octaédroïde  sont  situés  trois  à  trois 
dans  un  espace.  Le  nombre  de  ces  espaces  (hexaèdres)  est  8-^'  =^  56. 
De  ces  hexaèdres,  douze  sont  formés  par  deux  faces  de  l'octaé- 
droïde et  quatre  plans  diagonaux  des  hexaèdres  limitants.  Nous 
les  appellerons  espaces  (corps)  diagonaux  de  l'octaédroïde. 
Mais  en  chacun  de  ces  douze  hexaèdres  coïncident  quatre  des 
cinquante-six  corps  susdits,  puisque  chaque  fois  quatre  axes  sont 
réunis  dans  le  même  espace.  On  a  donc,  outre  les  corps  diagonaux. 
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encore  56  —  4*  12  =8  autres  hexaèdres,  qui  coïncident  en  deux, 
formés  par  les  douze  plans  susdits. 

Chacun  des  huit  corps  limitant  l'octaédroïde  est  un  hexaèdre 
dont  les  axes  passent  par  un  point  et  qui  devient  complet  par  les 
constructions  qui  produisent  les  trois  autres  octaédroïdes.  Deux 
hexaèdres  opposés  ont  chaque  fois  les  mêmes  trois  sommets 
secondaires,  savoir 

616-263,  60636^,  636'^ 61,  6^6162' 

Donc  les  quatre  plans  déterminés  par  ces  points  sont  les  plans 
diagonaux  secondaires  des  huit  hexaèdres,  et  le  tétraèdre  e,  62636% 
est  le  corps  diagonal  secondaire  (i3^)  de  l'octaédroïde. 

Les  axes  des  huit  hexaèdres  rencontrent  les  septièmes  plans 
diagonaux  dans  les  points  (Jîg-  5) 


(7) 
(8) 


M 


M  —  M,5  =  Mo 


^5^5  = 

M3  4 1  =  iMs  —  M235  =  M145  —  M35  = 
M,j,  =  Mv-  M,,5  =  M,35 -  M45  = 

M34T=M,-M,,5=M3,5-M,5  = 

Fig.  5. 


«363-7- 

«464 

-4-a 

ei; 

«363-1- 

«i^i 

-t-  a 

61, 

«363— 

«464 

-^a 

6u 

«3  63 -h 

«464 

—  « 

61, 

nii    il  laiil  riMDic  cliangcr  [trois  lois  ciiculaircmcnl  les  indices    1, 
u,  S,  1. 
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De  ces  équations,  on  tire 

Msw— ^3  47=  MjiiH-  M3Ï1  =  2a,e, 

et  deux  équations  analogues.  Donc  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  du  triangle  iM^,, ,  M.,-,^,  jM^j-j-avec  le  point  M3  5,  rencontrent 
les  arêtes  opposées  suivant  les  points  e,,  e^,  e^.  Tous  ces  points 
donnent  lieu  à  un  quadrilatère  trois  fois  complet. 

Puis  on  a 

M34 1  +  M42 1  +  Mi3 1  =  3  ai  ei, 

M341-+-  ^^Iiïi-+-^l2li  =  3X1^1, 

d'où  il  suit  que  ces  sept  points  sont  situés  dans  le  même  plan.  Il  y 
a,  en  tout,  quatre  plans  de  cette  sorte,  qui  forment  un  tétraèdre 
circonscrit  au  tétraèdre  e^  e^e-ie-,.  Les  deux  tétraèdres  donnent  lieu 
à  un  hexaèdre  quatre  fois  complet.  Les  quatre  couples  de  faces 
correspondantes  de  ces  tétraèdres  déterminent  quatre  droites 
situées  dans  un  plan  et  formant  un  quadrilatère  correspondant  au 
tétraèdre  e<  6063^4. 

Les  points  M,23,  M, 04,  M234,  M34,  forment  un  tétraèdre  inscrit 
à  ^1^2 ^3  ^4)  et  les  quatre  droites  qui  joignent  deux  sommets  cor- 
respondants de  ces  tétraèdres  passent  par  le  point  M5. 

Les  sommets  du  tétraèdre  circonscrit  à  e\  e^e^e^  sont  déterminés 
par  l'équation 

(9)    Pm=2Mi3,-Mii,=2Mi,3— M,,ï=2M324-Mr,i  =  M5-3a3e3 

et  trois  autres  qui  en  naissent  par  permutation  circulaire  des 
indices  i,  2,  3,  4- 

Six  faces  de  l'octaédroïde  passent  par  le  point  ^5  ;  donc  Taxe 
passant  par  e^  est  situé  dans  six  espaces  diagonaux,  c'est-à-dire 
dans  M^aMs^Ms^,  où  rs  est  une  des  six  combinaisons  des  nom- 
bres 1,2,  3,  4-  (Les  six  autres  corps  diagonaux  sont 

M,5  Ml  M„5  Mi,5, 

où  r^s,  t  ^  2,  3,  4-) 

Si  l'on  multiplie  les  espaces  (Me5M53M54)  et  (c,  {?2<?3^t)'  ^" 
posant 

(€162636^65)  =  I, 

on  obtient 

^S'^i^es^i  M12). 
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Donc  les  six  espaces  diagonaux  passant  par  fs  rencontrent  le 
treizième  espace  diagonal  suivant  les  six  plans  (e,.e^M^„), 
où  r,  s,  t,  u  =  I,  2,  3,  4-  Ces  plans  coïncident  avec  les  plans 
(MrjMr^fM;-^„),  ce  qui  se  voit,  si  l'on  remplace  M^^,  Mrst,  ^i-rsu  par 
leurs  valeurs  et  que  l'on  effectue  la  multiplication.  En  outre,  ces 
plans  passent  par  le  point  M5. 

Si  l'on  multiplie,  d'autre  part,  (MisM,  MosM,  ,5)  et(e)  CoCse^), 
ou  obtient 

0.3  a^  [oLiCi  —  ao go)  ^3 ^i- 
Donc,  en  posant 
(10)  N,.5=  a,.e,.— a^e^.  ('), 

les  six  autres  espaces  diagonaux  rencontrent  le  treizième  espace 
diagonal  suivant  les  six  plans  (N,,jefe«),  oii  r,  s,  t,  n^=i,  2,  3,  4- 


Fia.  6. 


"'iT-. 


^-^ 


'•*•-. 


-/---\Vj» 


Ces   plans,    passant   comme    les   préccdcnis    par  les  arêtes  du 
tétraèdre  1 234,  forment  un  hexaèdre  circonscrit  à  ^,  e^e-i  c^  {Jig-  (^)- 


(')  On  a 

N„  +  N,,  +  N,^  =  o, 
N,.,  +  N„  +  N,„-f-N„,=:^o; 

flonr  cliaquc  fnis  trois    points  soni    siln«''S  sur  iinr  rlroilo  et  (|iiali('  dans  un  plan. 
Par  rons(;f|ucnl  les  six  points  N,,  foniicnl  nu  i|na(iiilal(  rr  fojtiplcl. 
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Les  quatre  autres  sommets  de  cet  hexaèdre  sont  déterminés  par 
l'équation 

(il)  Ni23=  ai  «1+  «2^2-1-  ^3^3—  ^4^4 

et  trois  autres  qui  s'en  déduisent  par  permutation  circulaire  des 
indices  i,  2,  3,  4-  Les  axes  de  cet  hexaèdre  se  rencontrent  au 
point  M  g. 

On  remarque  que  les  points  Mrs  et  N„  sont  harmoniques  par 
rapport  à  etCu,  et  que  les  droites  e,  M^^^,  62^1,3:,,  eiM^.-,^,  64^,03, 
M,2N34,  MisNo^,  M23N,4  passent  par  le  point  N, 23;  car  on  peut, 
par  exemple,  écrire 

N123  =  (  «1  ^1  +  «2  «2)  -+-  ( ^3  €3  —  ai  e,,)  =  M12 -+-  N34. 

Enfin  on  peut  démontrer,  par  des  calculs  analogues  aux  précédents, 
l'analogie  qui  existe  entre  l'octaédroïde  et  l'hexaèdre  complet. 

En  permutant  partout  les  indices  i,  2,  3,  4?  5,  on  obtient  les 
quatre  autres  octaédroïdes  qui  se  déduisent  du  pentaédroïde 
donné.  Chaque  octaédroïde  a  pour  treizième  corps  diagonal  un 
des  tétraèdres  limitant  le  pentaédroïde. 

Les  corps  limitant  les  deux  pentaédroïdes  e,  ...  65,  M,  ...  Mg  sont 
deux  à  deux  opposés  et  se  rencontrent  en  cinq  plans,  dont  l'un  est 

(  Ml  M2  Ma  M;)  (61^2  63^4) 

ou,  les  coefficients  omis, 

ei  62  63  -+■  e.2  63  64  ■+■  63  e.,  e^  H-  64  e^  e-i. 

Ces  cinq  plans  sont  situés  dans  le  même  espace  et  forment  un 
corps  correspondant  au  pentaédroïde  donné. 

Figure  à  n  dimensions.  —  Dans  une  figure  à  n  dimensions  se 
trouvent  des  sommets,  arêtes,  faces  (quadrilatères),  corps  (hexaè- 
dres), etc.  Le  nombre  des  figures  limitantes  à  A"  dimensions  est 

Par  conséquent,  il  y  a 

2'i  sommets, 

2«~'  n  arêtes, 

2«-2,i(2)  faces,     etc-.  (•). 

(')  Pour  A- =  H  —  I  on  oblienl  2«  en  accord  avec  Stringham  (loc.  cit..  p.  i^). 
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Le  nombre  des  ligures  diagonales  à  {k  -f-  i)  dimensions  est 


La   figure  complète    se  réalise  par  des   constructions  tout  à  fait 
analogues  aux.  précédentes.  Nous  ajoutons  encore  ce  théorème  : 

Si  les  i"  sommets  cVune  figure  à  n  dimensions  {^deuxième 
série)  sont  situés  deux  à  deux  sur  [n  —  i)  faisceaux  de 
2«-)  fayons,  il  existe  encore  un  n'''"'^  faisceau  qui  a  la  mêfue 
propriété.  Les  axes  de  cette  figure  passent  par  le  même  point. 

Ce  théorème  subsiste  encore  si  les  2"  points  sont  situés  dans 
le  même  plan  ou  dans  l'espace. 

IIL   —   Figures  de  la   troisiè:me  série. 

Les  figures  de  cette  série  s'obtiennent  par  des  constructions 
précisément  réciproques  à  celles  de  la  précédente  (')  : 

i"  Dans  le  plan,  le  point  est  réciproque  à  la  droite;  donc  \a 
figure  réciproque  au  quadrilatère  est  également  un  quadrilatère  ; 

2"  Dans  l'espace,  le  point  est  réciproque  au  plan  et  la  droite  à 
elle-même;  donc  la  figure  réciproque  à  1  liexaèdre  est  l'octaèdre. 
De  ce  que  le  tétraèdre  est  réciproque  à  lui-même,  on  peut  déduire 
l'octaèdre  du  tétraèdre  par  les  constructions  réciprocpics  à  celles 
qui  s'employaient  pour  en  déduire  l'hexaèdre. 

A  cet  effet,  soient  {fig.  7) 

=  ,  =  (^26364),     £-2  =  (<?3eiei), 

les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  et 

v,  =  (Mi2M,3iMu) 

uu    plan    (jui    renconlic    h's    phuis    £0,  £;i,    £■,    sui\aiil    les   droites 
MisMn,  M);jM|2,  MiaMis  et    le  phm   S|   suivant    une  (piatrièmc 


(')  On  remarque  que  les  fif;iires  n'iriproques  à  celles  de  In  |)rcniière  série  sont  les 
rrièrnes  liRures,  et  que  le  immljre  des  sommets  {n -\  i)  est  ('^\\\  à  eeliii  des  (ipnres 
limitantes  i'i  (/)        i  i  fliriii'iisi"ns. 


—  m>  — 

droite  m,  et  construisons  les  plans 

Le  plan  |ji.,.  rencontre  les  trois  faces  du  tétraèdre  passant  par  e, 
suivant  trois  droites  (e,.M,5,  e,.M,f  et  une  troisième).  Chacune  de 
ces  trois  droites  détermine  avec  la  ligne  d'intersection  des  deux 


Fi: 


Ml"» 


Mil 

autres  faces  (crCs,  Cr^t  et  une  troisième)  un  plan  (s,^^,  £,„  et  un 
troisième).  Alors  v,  et  £„  sont  deux  faces  opposées  de  quatre 
octaèdres,  dont  les  sommets  sont  les  points 

e2e3eiMi2Mi3lMi4, 
636461  M23M24M21, 
646162^34^131^130, 

(les  six  points  M^^  forment  un  quadrilatère  complet). 
L'un  de  ces  octaèdres  a  pour  couples  de  faces  opposées 

'=-\'>\,    ïl2;-«-2,     ïl3!J-3.     Sli'-lV 

ou 

(6263C4)(Mi2M,3M,4\       (  M  ,  2  63  64)  (  60  M3    Mu), 
(  .Ml3<'2''iU'':t^I|2^l|V  n       (  ^Ir.  f2<'.0l  P;  "M|2'^'lil- 
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Cet  octaèdre  a,  comme  les  autres,  la  propriété  que  les  quatre 
droites  d'intersection  des  faces  opposées  sont  situées  dans  le  même 
plan. 

En  outre,  comme  les  trois  axes  passent  évidemment  par  le 
même  point  e, ,  on  conclura  réciproquement  : 

Si  les  quatre  axes  cViur  hexaèdr^e  passent  par  le  même  point, 
les  trois  droites  d'intersection  des  faces  opposées  sont  situées 
dans  le  même  plan. 

Pour  le  parallélépipède,  ce  plan  est  le  plan  infiniment  éloigné 
de  l'espace. 

Puis  on  peut  établir  le  théorème  : 

Soient  AA',  BB',  GC  les  sommets  d'un  octaèdre,  deux  à  deux 
opposés.  Si  les  quatre  points  BB',  CC  sont  situés  dans  le  même 
plan  (to)  et  les  points  AA',  CC  dans  le  même  plan  {^z),  les 
points  AA',  BB'  sont  aussi  situés  dans  le  même  plan  (sj). 

En  d'autres  termes  : 

Si  les  huit  faces  d' un  octaèdre  passent  deux  à  deu.r  par  les 
arêtes  de  deux  plans  quadrilatères,  il  existe  encore  un  troi- 
sième  quadrilatère  qui  a  la  même  propriété. 

Le  corps  réciproque  du  parallélépipède  est  un  octaèdre  dont  les 
axes  se  divisent  entre  eux  en  parties  égales. 

On  établira,  par  des  considérations  réciproques  aux  précédentes, 
les  notions  des  «  plans  harmoniques  »  et  de  1'  <(  octaèdre  com- 
plet ». 

3"  Dans  l'étendue  à  quatre  dimensions,  la  figure  réciproque  à 
l'octaédroïde  est  riicxadécaédroïdc,  limité  par  seize  tétraèdres, 
dont  chaque  loishuil  (tnt  un  sommet  commun.  Cette  figure  a  luiit 
sommets,  vingt-(|ualie  arêtes,  Irente-dcux  faces.  La  projection 
d'un  Ijcxadécaédroïdc  dans  l'espace  peut  être  construite  dr  la  ma- 
nière suivante  :  On  construit  un  tétraèdre  à  l'iuli'iicur  «l'un  autre, 
fie  façon  que  les  sommets  de  l'un  soient  situés  vis-à-vis  des  faces 
de  l'autre,  et  l'on  joint,  par  droites,  chaque  sommet  de  l'extérieur 
avec  les  trois  sommets  de  la  face  o|q)Osée  de  l'inlérieur. 

Kn  consKlêrarit  (|U(-,  dans  1  ('iriiduc  ii  qnalrr  dimensions.  poiDl 
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et   espace,    droite  et  plan   sont  réciproques   entre  eux,   on    peut 
aisément  établir  les  théorèmes  concernant  l'iiexadécaédroïde. 

4"  Quant  à  la  figure  à  n  dimensions,  il  suffît  de  considérer  que 
le  nombre  des  figures  limitantes  à  k  dimensions  est  égal  au  nombre 
des  figures  limitantes  à  n  —  k  —  i  dimensions  de  la  figure  réci- 
proque. Donc,  si  l'on  remplace  k  par  /?  — k  —  i  dans  l'expression 
■2"~''n^^\  on  ti'ouve  que  le  nombre  des  figures  limitantes  à  À"  dimen- 
sions pour  une  figure  de  la  troisième  série  est 

Par  conséquent,  il  y  a 

2«      sommets, 

4n'2'  arêtes, 

8n(3'  faces,     etc.  (' >• 

D'après  les  recherches  précédentes,  il  est  possible  d'étendre  les 
théorèmes  concernant  le  triangle,  quadrilatère,  tétraèdre,  hexaèdre, 
octaèdre,  à  l'étendue  à  n  dimensions.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  autres  polygones,  ni  du  dodécaèdre  et  icosaèdre,  dont  les 
ligures  analogues  n'existent  pas  dans  les  étendues  à  plus  de  trois 
dimensions,  excepté  la  quatrième  dimension  où  il  y  a  encore  trois 
figures,  limitées  par  vingt-quatre  octaèdres,  cent  vingt  dodé- 
caèdres, six  cents  tétraèdres,  dont  on  ne  connaît  pas  encore  les 
relations  avec  les  figures  à  deux  et  trois  dimensions. 


Elude  su/-  un  cas  singulier  du  mouK'ement  d'un  point  matériel; 
parM.  Gascheau  (-). 

(Séance    du    i6   juin    1882.) 
PRÉFACE. 

En    traitant  diverses  questions  de   Mécanique  rationnelle,   j'ai 
rencontré  plusieurs  cas  singuliers    auxquels  il  ne  m'a   pas   paru 


(')  Pour  A-  =  n  —  I  on  nhlicnt  >",  eu  accord  avec  Stringhan»  {toc.  cit.,  p.  l'j.) 
{^)  En    publiant  létude  de  M.  Gascheau.  la  Rédaction  déclare  qu'elle  laisse  à 
l'auteur   toute  la  responsabilité  de  l'opinion   qui  y   est   soutenue,  et  elle    ne  ga- 
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possible  d'appliquer  le  raisonnement  mathématique,  qui,  partant 
de  principes  certains  et,  marchant  de  conséquence  en  consé- 
quence, doit  conduire  à  une  solution  incontestable  ;  ces  circon- 
stances exceptionnelles  exigent,  àmonsens,  un  mode  exceptionnel 
de  raisonnement;  celui  que  j'ai  employé  consiste  dans  Vinduction 
substituée  à  la  déduction.  Mais  il  faut  convenir  que  les  solutions 
obtenues  par  ce  moven  ne  sont  pas  à  l'abri  de  doutes  et  d'objec- 
tions. Par  ce  motif,  j'ai  fait  imprimer  mon  étude,  non  pour  la 
publier,  mais  pour  la  distribuer  aux  géomètres  dont  les  noms  font 
aujourd'hui  autorité  dans  la  Science,  et  les  assurer  que  je  serais 
très  reconnaissant  à  ceux  qui  m'adresseraient  leur  opinion  motivée, 
fût-elle  défavorable. 

Plusieurs  savants  ont  bien  voulu  répondre  à  mon  appel.  J'y  dis- 
tingue trois  membres  de  l'Institut,  parfaitement  compétents,  mais 
dont  les  trois  réponses  sont  complètement  divergentes,  savoir  : 
l'un  rejette  tout  à  fait  ma  solution;  un  autre  l'admet  d'une  ma- 
nière sommaii^e,  sans  donner  les  motifs  de  son  approbation;  et  le 
troisième  émet  une  opinion  intermédiaire. 

Je  viens  donc  aujourd'hui  présenter  aux  géomètres  le  calcul  et 
le  raisonnement  spécial  que  j'ai  appliqués  à  un  problème  qui  est 
un  cas  particidier  de  l'art.  230  du  Traité  de  Mécanique  de  Pois- 
son (édit.  do  i833). 


rantit  en  aucune  façon  la  rigueur  fie  la  solution  qu'il  propose  pour  un  problème 
paradoxal.  M.  Gascheau  admet  l'existence  réelle  d'une  force  iulinie  qui  agirait 
sur  un  point  matériel.  Or  les  forces  sont  toujours  du  même  ordre  do  grandeur 
que  les  masses  auxquelles  elles  sont  appliquées;  elles  ne  peuvent  leur  communi- 
quer que  des  accélérations  et  des  vitesses  finies.  L'auteur  étend,  par  voie  d'induc- 
tion, le  principe  de  l'inertie  aux  cas  où  la  vitesse  devient  infinie,  tandis  que  ce 
principe  perd  alors  toute  justesse.  Qu'on  clierche,  par  exemple,  l'équation  du 
mouvement  rectiligne  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  proportionnellement  i\ 
l'inverse  du  carré  de  la  distance;  on  reconnaîtra  que,  dans  ce  cas  limite,  la  vitesse 
du  mobile  cbange  de  signe  en  passant  par  l'inllni  quand  il  arrive  au  centre  d'at- 
traction, et  qu'au  lieu  de  franchir  ce  centre,  le  point  mobile  retourne  ù  son  point 
de  départ,  comme  s'il  avait  rencontré  une  bande  élastiijue.  I.c  résultat  admis  par 
M.  Gascheau  pour  la  traversée  du  pôle  est  donc  fictif  à  tous  les  points  de  vue,  et 
rien  ne  prouve  que  le  mobile  ne  rétrogradera  pas,  à  partir  de  ce  point,  sans  passer 
dans  la  seconde  branche  de  la  spirale  hyperbolique.  On  observera  également  que 
les  propriétés  géométri(|ucs  de  cette  courlie  sont  bien  Cf)nnues.  Malgré  ces  objections 
de  fond,  l'analyse  d'un  cas  singulier  aussi  étrange  a  paru  j)réseiilcr  assez  d'intérêt 
pour  justifier  l'admission  du  travail  de  M.  ('■asclican  dans  le  /{iillelin  de  l(i  So- 
(ietr  nuil/tc/iiri/i//iir. 
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SOLUTION    phoposék. 


1.  Equations  du  mouvement  cV un  point  matériel  sollicité 
par  une  force  centrale,  attractive  et  inversement  proportion- 
nelle au  cube  de  la  distance  du  mobile  au  centre  d'action.  — 
J'adopte  les  notations  de  Poisson  (p.  446  et  suivantes),  sauf 
un  changement  indiqué  ci-dessous  dans  l'expression  de  la  valeur 
de  la  vitesse  initiale;  alors  j'ai,  à  l'origine  du  mouvement, 

(i)  t  =  o,     0  =  0,     r  =:  Y,     0  =  a,     v  =  s/igh-=a. 

En  tenant  compte  de  la  relation  générale 

.       /-rfO 
tango  ^^, 

l'équation  des  aires  est  ici 

(2)  r^d^  —  a-'{sinxdt\ 
et  celle  des  forces  vives 

(3)  V''  =  -^  -+-a2_KY. 

L'élimination  de  dH  entre  ces  deux  équations  donne 

dr-  v2 

^  +(a2sin2a  — Ky)-^  =a2  — Ky- 

Poisson  résout  cette  équation  dans  deux  cas,  attribuant  succes- 
sivement une  valeur  positive  et  une  valeur  négative  au  coefficient 

de  -^j  sans  s'occuper  du  cas  où  ce  multiplicateur  est  nul;   c'est 
celui  que  je  traite  ici,  et,  en  conséquence,  je  pose 

Ky  =  «^  sin^a. 
Cette  relation,  introduite  dans  l'équation  précédente,  donne 

dr^ 

— —  =  «2  cos^a 

dt^ 

et,  par  suite, 

dr 

-^  =±  acos  a; 
dt 

d'où  je  conclus  que  la  question  de  Mécanique  donne  lieu  à  deux 
problèmes  distincts  qui  attribuent  au  rayon  vecteur  /•,  l'un  une 
X.  i4 
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valeur  croissante  et  Taulre  une  valeur  décroissante,  à  mesure  que 
le  temps  s'écoule. 

En  tenant  compte  des  conditions  (i),  les  intégrales  de  ces  deii\ 
équations  sont 

(4)  /•  =  Y -f- «  cosa^     et     /•  =  y  —  «cosaf. 

Soient  O  le  pôle  et  G  le  point  de  départ  du  mobile,  de  sorte  que 
y  représente  la  distance  OC. 

Comme  toutes  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  t  sont 
comprises  entre  zéro  et  l'infini,  sans  que  cette  quantité  prenne 
de  valeurs  négatives,  si  la  première  équation  coi'respond  au  cas 
où  le  mobile  est  lancé  dans  la  direction  CA  qui  fait  un  angle  aigu 
avec  Taxe  polaire,  la  deuxième  s'appliquera  au  cas  où  le  mobile 
part  dans  le  sens  opposé  CA'  qui  correspond  à  a  +  -. 

J'élimine  dt  entre  l'équation  des  aires  (2)  et  l'équation  difie- 
rentielle  ci-dessus,  où  je  prends  le  signe  supérieur,  ce  qui 
donne 

/•2<r/6  =  Y  tangac?r;     d'où     d'O  =  y  tanga  —^  • 

En  intégrant,  on  aura,  conformément  aux  conditions  initiales, 

(5)  0  =  langa(^i-I 

Cette  équation,  dans  laquelle  la  variable  t  n'entre  pas  explici- 
tement, convient  aux  deux  cas  où  l'on  aura  à  emplover  les  équa- 
tions (4),  puisque  tanga  ne  change  pas  quand  l'angle  a  augmente 
de  deux  droits.   On  obtient   sans    difficulté   ces    deux  dernières 

formules, 

, ^s  >        Y  tanga  „ 

(6)  tango  =  -! ;-î^^  =  tanga  —  0, 


(7) 


v'^  =^  a-  {  cos- a  -•-  ^  sin^a  1. 


2.  Trajectoire.  —  Je  vais  exposer  succinctement  les  jiropriétés 
géométriques  de  la  trajectoire  du  mobile  représentée  j>ar  rt'(| na- 
tion (5),  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme 


I  ail  ira 
r  =  Y 


tanga  —  0 
où  0  sera  la  variable  indépcu(l;ini<'. 
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Cette  courbe  est  une  spirale  hyperbolique.  Elle  a  un  axe  do 
symétrie  qui  sera  dirigé  suivant  l'axe  polaire  en  donnant  à  ht 
constante  qui  v  entre  la  valeur 

tang  a  =  -• 

L'angle  aigu  a  sera  donc  approximativement  de  5-°3o'.  Ainsi 
on  a  les  deux  équations 


(5) 


(6) 


tan"o  ~  ~  —{)  —  -  ^ 
°  2  1  r 


A  partir  du  point  C,  la  courbe  déterminée  par  l'équation  (5)  se 


Fl    E 


partage  en  deux  arcs  symétriques  CF  et  CF',  et  deux  spires  symé- 
triques CHRLQ. .  .0  et  CII'KL'Q. .  .0. 


c>\e>  


Asymptote  rectihgne.  —  Soit   OP  Tahscisse  d'un  point  d'un 
arc,  on  aura 


sin 0 

.  TZ  COS')  TT  \  2 

o"  =  r  coso  =  -  Y =  -  Y 

2  2 

valeur  qui  se  réduit  à  -r  pour  B  =  -;  d'où   l'on  conclut   qu'en 
prenant  OB  =  -  y,  et  menant  BL  perpendiculaire  à  l'axe,  celte 

droite  sera  asymptote  aux  deux  arcs. 

11  résulte  de  l'équation  (6)  que  la  sous-tangente  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  cette  quantité  OB  et,  par  con- 
séquent, constante  ;  propriété  qui  sert  souvent  de  définition  à  la 
spirale  hyperbolique. 

Pôle  asymptotique.  —  L'équation  (5)  étant  satisfaite  par 
/•  =  o  et  8  ^  GO  ,  j'en  conclus  que  le  mobile  parcourant  l'une  des 
spires  en  se  rapprochant  continuellement  du  pôle  ne  peut  atteindre 
ce  point  que  par  un  nombre  infini  de  révolutions  de  son  rayon 
vecteur. 

Nœuds.  —  Points  de  croisement  des  deux  spires  sur  leur  axe 
de  symétrie,  tels  que  C,  K,  Q,  .  . . ,  déterminés  par  les  valeurs  de  0 
comprises  dans  la  formule  niz^  où  n  est  un  nombre  entier.  L'axe 
est  bissecteur  de  l'angle  des  tangentes  aux  deux  spires.  L'axe  est 
le  rayon  vecteur  d'un  nœud  quelconque.  Les  nœuds  sont  en 
nombre  infini.  Le  point  C,  commun  aux  deux  arcs  et  aux  deux 
spires,  est  le  premier  nœud.  Le  pôle  est  la  limite  des  nœuds. 

Rectification. —  La  formule  générale  ds-  =  dr-  +  /•'-  t/O-,  appli- 
quée à  la  courbe  représentée  par  l'équation  (5),  donne 


fi?5  =   J  1\ 


et,  en  intégrant, 


/ 


ds  =  yk  r^  -h  tJ-C'  -h  ^  loK  ^ 
4  v' 


const. 


4/-2-t-  TI^Y^  -f-TTY 


Pourr=:GO,  la  première  partie  est  infinie;   donc  cIkkiuo  arc, 
CF  ou  (^F',  est    infini,    résultat  facile    à   prévoir.    Pour  /•  =  o,  la 
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seconde  partie  est  également  infinie  :  donc  chaque  spire  est  infinie, 
ce  qui  n'était  pas  évident  a  priori. 

Corollaire.  —  Les  formules  (5),  (6)  et  {-)  donnent,  sans  dif- 
ficulté, les  conséquences  suivantes. 

Soient /?^'  et  m  deux  points  symétriques  de  la  trajectoire;  les 
vitesses  en  ces  points  sont  égales  et  leurs  directions  m' t'  et  mt  sont 
également  inclinées  par  rapport  à  l'axe  polaire  ;  soient  n'  et  n  deux 
autres  points  symétriques  l'un  de  l'autre  :  les  deux  arcs  symé- 
triques ni' n'  et  Jini  seront  parcourus  en  temps  égaux. 

Remarque.  —  La  figure  de  la  trajectoire,  en  même  temps 
variée  et  régulière,  ses  propriétés  géométriques,  son  rôle  dans  la 
question  de  Mécanique  actuelle  lui  donnent,  ce  me  semble,  comme 
à  la  cycloïde,  assez  d'intérêt  pour  faire  regretter  que  son  étude 
ne  tienne  pas  plus  de  place  dans  les  Traités  de  Calcul  infinitésimal 
et  de  Mécanique  rationnelle. 

Observations  sur  les  limites  et  l'étendue  de  la  solution  d'un 
problème.  —  Il  n'y  a  pas  de  calcul  algébrique,  finissant  par  une 
équation,  qui  ne  soit  la  traduction  d'une  suite  de  déductions  légi- 
times ;  par  conséquent,  la  traduction  de  cette  équation,  en  lan- 
gage ordinaire,  est  généralement  une  proposition  admissible  au 
rang  des  vérités  mathématiques,  mais  il  peutseproduire  des  cas  par- 
ticuliers où  un  résultat  obtenu  sorte  de  la  catégorie  des  quantités 
ordinaires  dont  la  signification  est  connue  et  doit  être  déterminée. 
Alors  une  explication  devient  nécessaire  et,  si  V interprétation 
exigée  par  la  présence  d'une  valeur  singulière  ne  présente  rien 
qui  soit  contraire  à  la  raison,  la  solution  est  acceptable,  en 
vertu  du  caractère  infaillible  appartenant  au  Calcul  algébrique  :  je 
n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que  cette  observation  vise  le  raisonne- 
ment spécial  annoncé  dans  la  Préface. 

Les  valeurs  critiques  dont  il  s'agit  ici  sont  celles  qui  introdui- 
sent des  résultais  infinis  ou  imaginaires;  or  un  de  mes  adversaires 
déclare  qu'il  n'a  pas  moins  de  répugnance  pour  les  uns  que  pour 
les  autres,  et  qu'il  faut  rejeter  indistinctement  toute  solution  où 
ils  se  présentent.  Cependant  j'y  trouve  une  dilTcrcnce  bien  tran- 
chée, et  je  regarde  une  quantité  infinie  comme  pouvant  manifes- 
ter   un    changement  brusque  dans    une  fonction,    mais    sans  lui 
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imposer  la  moindre  interruption  de  réalilé,  tandis  qu'une  va- 
leur imaginaire  de  la  fonction  attribue  à  la  variable  une  li- 
mite, passé  laquelle  cette  fonction  cesse  d'exister.  Ainsi,  par 
exemple,  quand  on  porte  son  attention  :  i"sur  un  cercle  rapporté  à 
deux  diamètres  rectangulaires;  2°  sur  une  hyperbole  équilatère 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  parallèles  à  ses  asymptotes; 
l'ordonnée  dans  chaque  cas  étant  prise  pour  fonction  de  l'abscisse, 
on  voit,  dans  le  premier,  que,  quand  la  variable  a  atteint  la  gran- 
deur du  rayon,  elle  peut  continuer  à  croître  jusqu'à  l'infini,  sans 
que  la  fonction  prenne  jamais  une  valeur  réelle.  Il  n'en  arrive  pas 
autant  à  l'ordonnée  de  Ihyperbole  ;  car,  tout  infinie  qu'elle  devient 
pour  une  valeur  déterminée  de  l'abscisse,  elle  n'en  prend  pas 
moins  des  valeurs  réelles  et  déterminées  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable,  fussent-elles  aussi  rapprochées  que  l'on  voudra  de 
sa  valeur  critique  :  seulement  celle-ci  correspond  au  changement 
subit  du  signe  de  la  fonction.  Il  n'y  aurait  eu  même  aucun  chan- 
gement s'il  se  fût  agi  de  l'hvperbole  représentée  par  l'équation 
x'-Y  =  \.  De  là  je  conclus  qu'en  passant  par  l'infini  cette  der- 
nière ordonnée  reste  continue,  tandis  que  celle  de  la  première, 
représentée  par  xr  =  i ,  devient  discontinue. 

4.   MouK'ement  d'un  point  qui  s'éloigne  du  pôle.  —  Le  rap- 

dr 
port  -y  >  obtenu  (n"  1  ),  est  positif  à  l'origine  du  mouvement,  et  la 

vitesse  initiale  a  est  dirigée  dans  le  sens  CA.  C'est  donc  la  première 
équation  (4)  qwi  convient  à  ce  sens,  et  le  mouvement  est  déter- 
miné par  les  équations 

(4)  /•  =  Y  -f-  rt  cosa/, 

(6)  tango  =-1, 

■1  r 

(7)  p2  =  «2 1  cos^a  H-  -*^  siii^a  j, 

desquelles  on  déduit,  sans  diflicullé,  les  lois  suivantes  : 

1"  Le  rayon  vecteur  croît  de  cpiantilés  égales  en  temps  égaux, 
1111  bien,  le  uiouvenienl  du  iiiobde  csl  uuiloruie  suivaul  le  ravon 
vecteur. 
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y."  La  grandeur  du  rayon  vecteur  varie  depuis  y  jusqu'à  l 'infini, 
et  la  durée  de  cet  accroissement  est  infinie. 

3"  L'inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  l'axe  polaire  varie  depuis 
zéro  jusqu'à  90",  limite  qu'elle  n'atteint  qu'après  un  temps  infini. 

4"  La  vitesse  propre  du  mobile  décroît  depuis  «  jusqu'à  «  cosa, 
limite  qu'elle  n'atteint  qu'après  un  temps  infini. 

5°  Toute  la  trajectoire  du  mobile,  dans  ce  mouvement,  se 
réduit  à  l'arc  illimité  CF,  asymptotique  à  la  droite  BE,  dont  il 
peut  s'approcher  jusqu'à  une  distance  moindre  que  toute  quantité 
donnée,  quelque  petite  qu'elle  soit,  mais  sans  l'atteindre  jamais 
et  sans  que  sa  vitesse  soit  jamais  éteinte. 

5.  Mou^'ement  d'un  point  qui  s' approche  cla  pôle.  —  La 
vitesse  initiale  a  étant  maintenant  dirigée  dans  le  sens  GA',  c'est 
la  seconde  équation  (4)  du  n"  1  qui  convient  à  ce  cas.  Je  la  trans- 
forme en  posant 

acosa 
et  j'obtiens 

t 


(4)  /•  =  7(i-^ 

Les  trois  autres  (0),  (6)  et  (j)  du  n"  4  ci-dessus  cimiplètent  la 
solution  qui  donne,  de  la  manière  suivante,  les  lois  du  mou- 
vement : 

i"  Lorsque  le  temps  atteint  la  valeur 

on  trouve,  par  les  équations  (4)  et  (-), 

/■  =  o     et     jj  =  ce  ; 

d'où  je  conclus  que,  pendant  le  temps  fini  T,  le  mobile  a  parcouru 
la  spire  infinie  CH'KL'Q  . . .  O  (n"  2),  et  que,  par  conséquent,  ce 
point  est  arrivé  au  pôle  O.  Mais  ce  résultat  a  besoin  d'être  expliqué 
conformément  à  la  première  observation  du  n"  3.  Pour  cela,  j'em- 
ploie la  loi  du  mouvement  rectiligne  uniforme,  d'après  laquelle 
l'espace  parcouru  est  exprimé  par  un  produit  de  deux  facteurs, 
fpii  sont  la  vitesse  et  le  temps.  Or,  poursii  cpio  !<'  premier  soit 
infini,  le  second  restant  lîni,  le  protluil   n'en  e>l  pa>  moins  inlini: 
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et  c'est  en  admettant  que  cette  conséquence  peut  être  attribuée  à 
un  mouvement  variable  quelconque  que  j'obtiens  une  interpré- 
tation qui  me  paraît  suffisante  pour  le  cas  actuel. 

2"  Je  vais  encore  avoir  recours  à  l'induction  pour  déterminer  la 
direction  suivant  laquelle  le  point  matériel  atteint  et  quitte  le 
centre  d'action.  A  cet  effet,  je  remarque  d'abord  qu'à  l'instant  où 
ce  mobile  passe  par  le  pôle^  son  ravon  vecteur  se  réduit  à  un 
point  ;  mais  la  Géométrie  ne  manque  pas  d'exemples  de  cas  où 
une  droite,  joignant  deux  points  réunis  en  un  seul,  n'en  a  pas 
moins  une  direction  déterminée.  Or  ici  les  deux  points  dont  il 
s'agit  sont  le  mobile  et  le  pôle  que  je  considère  comme  la  limite 
des  nœuds  (n"  2);  d'ailleurs  l'axe  polaire  est  le  rayon  vecteur  d'un 
nœud  quelconque  :  si  donc  on  admet  que  cette  propriété  a  lieu 
jusqu'à  la  limite,  il  en  résulte  que  la  direction  demandée  est  celle 
de  l'axe  polaire.  Cela  posé,  je  fais  r  =  o  dans  l'équation  (6),  ce  qui 

donne  tango  1=  00  ,  par  suite  Z  =  —  :  donc    enfin    le  moin'ement 

est  dirigé  suivant  OY  perpendiculaire  à  Taxe  polaire  OX.  En 
outre,  on  peut  s'assurer  que  cette  loi,  comme  la  première,  satisfait 
à  l'épreuve  du  n"  3.  En  effet,  la  valeur  de  la  force  motrice  étant 

-^>  cette  quantité  devient  infinie  pour  /•  =  o,  d'où  il  résulte  qu'à 

l'époque  T  le  point  matériel  est  retenu  au  pôle,  par  une  résis- 
tance infinie;  mais,  comme  il  est  animé  d'une  vitesse  infiniment 
grande,  la  présence  de  cet  élément  de  mouvement  me  paraît 
suffisante  pour  autoriser  à  admettre  que  la  cause  contraire  est 
détruite. 

3"  Je  fais  t  =  2T,  ce  qui  donne,  d'après  les  équations  (4),  (S), 
(6)  et  (7), 

r  =  —  Y,       '}  =  T.,       tango  = =  —  tanga,       v  =  a. 

Ces  résultats  expriment  que,  après  im  second  in  fc/idZ/c  JiniT,  le 
mobile,  partant  du  j)oint  O  avec  sa  vitesse  infinie,  piircoiirt  la 
seconde  spire  infinie  O. .  .QLKIiC,  pour  retenir  à  soit  point  de 
départ  C,  où  il  reprend  sa  \itesse  initiale  a.  dirigée  suivant  la 
tangente  à  l'arc  MC. 

\"  F^e  mobile,  à  son  retour  en  C,  se  retrouve  dans  les  conditions 
initiales  du  numéro  précédent,   d'après  les(jucllcs  il  va  mettre  un 
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temps  infini  à  parcourir  l'arc  infini  CF'  asvmplolique  à  la  droite 
BE'. 

5*'  Dans  cette  seconde  solution,  la  trajectoire  est  composée  des 
deux  spires  réunies  à  Tare  CF',  c'est-à-dire  de  ce  qui  reste  de  la 
spirale  h^-perbolique  totale,  quand  on  en  a  retranché  l'arc  CF, 
trajectoire  de  la  première  solution. 

ScoLiE  I.  —  L'équation  des  aires  donne 

db        a-f  sin  x 

au  moyen  de  la  formule  (jV  on  peut  donner  à  celle-ci  la  forme 

db  Y  -iii  ^  ^ 

di  ~ 


V  r-  coï-  X  -r-  *,'-  ;in-  x   ' 

Ici  le  multiplicateur  de  -  devient  lunité  pour  ;•=  o;  par  consé- 
quent, à  cette  limite,  on  a 

^  _  i". 
dt  ~  ~r' 

donc  alors,  la  ^^tesse  propre  du  mobile  étant  infinie,  la  vitesse 
angulaire  de  son  ravon  vecteur  devient  une  grandeur  infinie  d'un 
ordre  supérieur  à  r  :  d'où  Ion  peut  conclure  que  le  mobile  atteint 
le  pôle,  non  en  glissant,  mais  en  tournant  une  infinité  de  fois 
autour  de  ce  point  fixe. 

Ces  observations  s'accordent  avec  les  remarques  d'après  les- 
quelles la  spirale,  prise  depuis  le  point  C  jusqu'au  pôle,  a  un 
développement  linéaire  infini,  tandis  qu'elle  n'enveloppe  qu'une 
étendue  superficielle  finie,  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  loi 
des  aires  donnée  par  la  Mécanique. 

ScoLiE  II. — Masolution, ainsi  quelescolie précédent,  obtiennent 
une  sanction  importante  par  le  n""  !236  de  la  Mécanique  de  Poisson, 
qui  résout  le  même  problème  de  Dvnamique,  dans  le  cas  où  la 
trajectoire,  au  lieu  d'être  une  spirale  hvperbolique.  est  la  spirale 
représentée  par  l'équation 

1'* 

r=  — 7 — * i     fp.  453). 


A  la  fin  de  la  pa^e  précédente,  l'auteur  dit  :    •  Le  mobile  décrira 
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une    spirale    aiilour    du   pôle,   et   atteindra  ce    point   après     un 
nombre  infini  de  révolutions,  » 

La  solution  se  termine  par  une  équation  qu'on  peut  écrire  sous 
la  forme 

t    = 


n  <Ji  g  h  '  "t"  ^ 

pour  0  =  X  ,  la  valeur  de  /•  devient  nulle  et  celle  de  /  =  —  '       ; 

n  y/a  gh 

donc  le  mobile   arrive  au  pôle,  après  un  temps  fini  et  déterminé 

pendant  lequel  il  a  exécuté  une  infinité  de  circonvolutions  autour 

de  ce  point.  Cette  dernière  propriété  est  encore  coni'orme  au  scolie 

précédent. 

Outre  ces  deux  équations  déterminant  0  et  /•  en  fonction  de  ^,  il 

faut  en  produire  une  troisième  qui  donne  la  valeur  de  la  vitesse  v  : 

c'est  celle  qui  résulte  immédiatement  du  principe  des  forces  vives 


=  2  g  h    (  «-  -f- 1  )  — 2  —  n^ 


et  l'on  obtient  ainsi  la  solution  complète. 

Ainsi  voilà  deux  exemples  d'un  même  proljlème  de  Dynamicjue 
dans  lesquels  les  deux  trajectoires  sont  différentes  à  cause  de  la 
différence  des  conditions  initiales  du  mouvement,  ce  qui  n'em- 
pêche pas  l'identité  des  lois  de  ce  mouvement  déduites  ou  du 
moins  résultant  des  deux  solutions. 

ScolieIII.  — Quand  on  discute,  au  seul  point  de  vue  de  la  Géomé- 
trie, l'équation  de  la  spirale  hvperbolique,  on  exprime  sa  propriété 
asymptotique  par  rapport  au  pôle,  en  disant  que  chaque  spire  fait 
une  infinité  de  circonvolutions  autour  do  ce  point,  sans  jamais 
l'atteindre.  Mais  cet  arhrrbo  de  temps  doit  être  réformé  dans  le 
cas  où  la  courbe  dont  il  s'aj^it  devient  la  trajectoire  d'un  mobile 
qui  peut  exécuter  un  nombre  infini  de  révolutions  pendant  un 
temps  fini,  car  la  Mécanique  n'est  point  ainsi  en  désaccord  avec 
la  Géométrie,  donnant  une  équation  qui  est  satisfaite  par  /•  =  o 
et  0  =  X  . 


.1  ai  annonce-,  dans  ht  l'i-i'hicc,  «pic  li'  n'siilliil  de  nioa  ('IikIc  peu! 
pr(»\(Mpi(T  (!(•>  (loult's  et  (le>  <)l>|C(iMiii>.    \  ce  >ujel,   il   u('>t  peut- 
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èlrc  pas  sans  intérêt  de  montrer  comment  peut  en  produire  un 
article  susceptible  d'être  traduit  en  paradoxe  apparent,  et  de 
mettre  cet  article  en  i-egard  d'un  passage  delà  Mécanique  de  Pois- 
son auquel  on  peut  aussi  attrdjuer  un  caractère  paradoxal. 

Dans  le  n"  o  de  mon  Mémoire,  on  trouve  que  : 

((  Un  mobile  met  un  temps  fini  à  parcourir  un  cliemin  infini  »  ; 
au  rebours  de  ce  fait,  le  Traité  de  Poisson,  p.  294,  dit  que  : 

«  Un  mobile  met  un  temps  infini  k  parcourir  un  chemin  fini.  » 
J'établis  la  première  proposition  par  une  induction  que  je  crois 
être  de  bon  aloi. 

Quant  à  la  seconde,  Poisson  se  borne  à  l'e^jprimer;  mais,  s'il 
avait  voulu  la  démontrer,  il  se  serait  aperçu  qu'elle  n'a  pas  toute 
la  généralité  qu'il  lui  attribue.  Cependant,  plus  loin  (n"  131, 
p.  339), il  prouve  que,  dans  un  cas  particulier  du  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  la  circonférence  d'un  cercle  vertical,  le  mobile 
met  effectivement  un  temps  infni  à  parcourir  l'«/'C  /?/if  ABA'E. 
Pour  donner  un  sens  pratique  à  ce  résultat,  j'observe  que,  dans 
une  position  prise  à  volonté,  le  mobile  est  à  une  distance  du  point 
culminant  E,  exprimée  par  \iaz.  Or  on  peut  donner  à  z  une 
valeur  qui  rende  cette  dislance  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
quelque  petite  qu'elle  soit  :  donc,  si  Ton  porte  cette  valeur  de  z 
dans  la  formule  qui  exprime  t  en  fonction  de  z,  on  connaîtra  la 
durée  du  temps  que  le  mobile  emploiera  à  approeber,  autant  que 
l'on  voudra,  de  la  fin  de  son  trajet;  et  l'on  obtiendra  ainsi  une 
solution  approximative,  tout  aussi  valable  que  celle  dont  il  faut 
bien  se  contenter  quand  on  rencontre  un  nombre  incommensu- 
rable tel  que  -,  e,  ou  l'inconnue  d'une  équation  de  degré  supé- 
rieur, etc. 


Deux  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébricjues ; 

par  M.  ScHOUTE. 

(Séance  du  17  novembre  1882.) 

Dans  son  excellent  Mémoire  sur  les  courbes  à  centres  et  leurs 
propriétés,  etc.  {Journal  de  C relie,   l.  47,  p.  7-ioj),  Stciner  a 


—  no  — 

donné,  par  rapport  aux  courbes  du  troisième  ordre,  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

1°  Le  lien  des  centres  des  courbes  G^  à  centre  qui  passent  par 
six  points  donnés  est  une  courbe  du  cinquième  ordre. 

a°  Par  sept  points  donnés  on  peut  faire  passer  neuf  courbes 
G'  à  centre. 

On  a,  en  général,  dans  le  cas  d'une  courbe  G'"  d'ordre 


Pair. 

\°  Le  lieu  des  centres  des 
courbes  G"'  à  centre,  qui  passent 
par 

points   donnés,  est  une    courbe 
de  l'ordre 

^m(m-(-2)(m-i-4). 
2*'  Par 

j(m  -H  2)2  -f-  I 

points  donnés,  on  ne  peut  pas 
faire  passer  plus  de 

^m(/7i-4-4) 

X  (m*-f-  S/n^M-am^  —  56  m 4- 72) 

courbes  G"'  à  centre. 


Impair. 

1°  Le  lieu  des  centres  des 
courbes  G'"  à  centre,  qui  passent 
par 

\[m+  i)(m-+-3) 

points  donnés,   est  une  courbe 
de  l'ordre 

^  ( m  -+-  i)  {m  -f-  2)(  m  -4-  3  ). 

2°  Par 

-^{m-^  i)  (m-4-3)  +  I 

points  donnés ,  on  ne  peut  pas 
faire  passer  plus  de 

r|^  (mH-i)(m2  — i) 

(m'  -i-  gm^-i-  I  j  m  —  3o) 

courbes  G"'  à  centre,  si  /»  >»  3. 
(Pour  ;;î  =  3,  on  trouve  9  au 
lieu  de  10). 


Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relatif  au.r  centres  de  graK'ité; 

par    l\L    SCHLFGEL. 

(SécTnrc  dn  17  iu>vcnilirp  iftSa.) 

On  sait  que  les  opérations  et  notions  de  V Ausdehnunîj^slehre 
sont  piirliculièrenieiil  propres  à  déiuonlrer  des  llii'(tréni(;s  de  Mé- 
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caniqiie  (').  C'est  ce  qui  arrive  eu  (jgard  au  lh(;orème  susdit 
{Bulletin,  t.  X,  p.  4o  et  i3i).  En  remarquant:  i"  que  (A  —  B) 
est  la  partie  de  la  droite  comprise  entre  les  points  A  et  B;  2"  que 
la  multiplication  d'une  droite  par  i'^  signifie  que  la  droite  tourne 
de  Ji  angles  droits  [n  étant  un  nombre  quelconque  réel);  3*^  que 
le  centre  de  gravité  G^  des  n  points  Aj ,  . . . ,  A„  est  donné  par 
l'équation 

rt  Ga  =  Al  -f-  .  .  .  ^-  Xni 

on  peut  démontrer  le  théorème  en  question  par  le  calcul  suivant 
sans  opérations  symboliques,  seulement  au  moyen  des  quatre 
règles. 

Les  équations 

(i)  (A;.-B,.)  ï"  =  (A;.-B;),     (r  =  i,2,  ...n) 

disent  que  les  droites  A^  B^  deviennent  A^B'^.,  en  tournant  de 
l'angle  co. 

Les  équations 

!«.  Gfl  =  Al  -+-...  -i-  A„ , 
n.Gb  =  Bi  -^  . . .  -+-  B„, 
/i.G^=  Bl-^  . . .  -f-  B'„ 

disent  que  les  points  G^,  G^,  G'^  sont  les  centres  de  gravité  des 
points  A^,  Br,  B'^. 

On  tire  de  ces  équations 

«(Ga  — G6)  =  (A,-Bi)  -+-(A,  — B,)--  ...  +(A„-B„), 
n  (G^  -  G'ô)  =  (A,  -  B'i  )  +  (A2  -  BV)  -f-  . . .  +  (A„  -  B;j. 

En  multipliant  la  première  équation  par  i^  et  tenant  compte 
des  équations  (i),  on  trouve,  après  avoir  supprimé  le  facteur  n, 

(Ga  — Gi,)i"  =  (G«-G'6), 

ce  qui  est  le  théorème  en  question. 

On  voit  que,  sans  rien  changer  au  calcul,  les  simples  points  A;-, 
Br,  B^  peuvent  être  remplacés  par  w^A^,  lUr^r,  mr^'r  i'^^r  si- 
gnifiant la  masse  du  point). 


(')   Voir,  par   exemple,  le  Mémoire  de    Grassmann  :  Die   Mechanik  nach  den 
Principien  der  Ausdehnungslehre  (Mathem.  Annalen,  t.  XII,  p.  222), 


0^9    


Quant,  aux  méthodes  suivies  par  MM.  Laisant  et  Laquière,  il 
faut  remarquer  que  la  méthode  des  qualernions,  ainsi  que  celle  des 
équipollences,  sont  des  cas  particuliers  de  VAusdelinungslelire. 
[Voir  le  Mémoire  :  Der  Ort  der  Hamiltonsclien  Qiiaternionen 
in  der  Ausdehnungslelire  {Mathem.  Annaleii,  t.  XII,  p.  370) 
et  Grassmann^  Die  Ausdehniingslehre,  Berlin,  1862,  p.  viii]. 
C'est  pourquoi  il  y  a  aussi  de  l'affinité  entre  les  trois  démonstra- 
tions du  théorème  de  M.  Laisant. 


Aperçu  d'une  solution  géométrique  du.  problème  suivant  : 
«  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui 
ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  parabole 
donnée  »  (');  par  M.  Schoute. 

(Séance  du  17  novembre  1883.) 

Le  problème  en  question  se  résout  sans  peine  par  l'analvse;  le 
lecteur  en  trouvera  sans  doute  une  solution  géométrique  avec  les 
indications  suivantes.  Si  l'on  fait  une  figure  où  A  représente 
un  point  arbitraire  de  la  parabole,  B  le  point  d'intersection  de  la 
normale  en  A  à  la  parabole  et  de  sa  directrice,  C  un  point  de  cette 
normale  déterminé  au  delà  de  la  directrice  de  manière  que 
CB  =  3BA: 

(rt)  Les  hyperboles  équilatères,  qui  ont  au  point  \  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  la  parabole^  passent  toutes  par  le 
point  G  ; 

(6)  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères,  (fui  ont  au 
point  A  un  contact  du  second  ordre  avec  la  parabole,  est  le 
cercle,  dont  B  est  le  centre  et  BA  le  rayon  ; 

(c)  Le  centre  de  l'hyperbole  é<iuilatèrr,  qui  <t  au  jxdnt  A  //// 
contact  du  troisième  ordre  avec  la  jxtralxde,  est  le  jtoi/it  s)/né- 
f/ique  de  A  par  rapport  à  la  directrice  ; 


(')  Le    problème  a   l'Ié   posé    p;ir    M.  W .  MiinUl  d.iris    nri   Mecticil    liolliinrlais 
Wishu/nlige  opgaven. 
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(<:/)  Le  lieu  cherché  est  la  parabole  symétrique  de  la  para- 
bole donnée  par  rapport  à  sa  directrice. 

En  passant,  on  trouve  ce  théorème  : 

(e)  Les  deux  paraboles,  qui  ont  en  un  point  donné  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  une  hyperbole  équilatère  donnée^ 
ont  la  même  directrice,  la  droite  élevée  perpendiculairement 
sur  le  milieu  du  rayon  vecteur  du  point  par  rapport  au  centre 
de  la  courbe, 

et  la  solution  géométrique  des  deux  problèmes  : 

(/)  Construire  les  deux  asymptotes,  les  sommets  et  les  foyers 
de  l'hyperbole  équilatère,  qui  a  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  une  parabole  donnée  en  un  point  donné. 

{g)  Construire  la  directrice  et  les  foyers  des  deux  paraboles 
qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  hyperbole 
équilatère  donnée  en  un  point  donné. 

Je  termine  par  une  remarque.  Le  théorème  fondamental  : 
Toute  hyperbole  écpiilatère  qui  contient  les  trois  sommets 
d'un  triangle  contient  aussi  le  point  d' intersection  des  hau- 
teurs, théorème  dont  j'ai  fait  usage  dans  la  démonstration  du 
lemme  {a),  permet  de  remplacer  la  condition  quadruple  imposée 
à  l'hyperbole  équilatère,  d'avoiren  Aun  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  parabole  donnée,  par  deux  conditions  doubles,  celles  de 
toucher  en  A  la  parabole  et  en  G  une  droite  déterminée  qu'on 
construit  sans  peine. 


Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  pj-cmicr 
ordre  à  n  variables  indépendantes  ;  par  M.  H.  LemonniekC). 

(Séance    du  21  juillet  1882.) 
1.   Etant  donnée  l'équation 

(l)  f{x,T^,X.i,     ...,    Xa\  Pu   Pi,     ...    (p,i)  =  0, 

où  X,, .  . .,  x,i  désignent  /?  variables  indépendantes,  et  x  une  fonc- 

(')   L'auteur  (le  re  travail    vient  d'être    inopiiiénieiU  enlo^é  à    la  Scieuee.    à    ;sa 
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tion  de  ces  variables  ayant/^i,.  .  .,/?«  pour  dérivées  partielles  par 
rapport  à  elles,  nous  nous  proposons  d'en  obtenir  une  intégrale 
complète. 
L'équation 

(2)  F{X,   Xi,    ...,   Xn)  =  o 

sera  une  intégrale  de  (i)  lorsque  par  la  substitution  de  toute  valeur 
de  X  qui  en  provient  et  des  dérivées  partielles  correspondantes, 
dans  cette  équation  (i),  on  obtient  une  identité,  sans  attribuer  de 
valeurs  particulières  à  jr ,,...,  ^„,  ni  à  des  constantes  arbitraires 
pouvant  figurer  dans  F,  étrangères  à  /. 
Soit  posé 

(  3  )        d/=Xdx-^Xi  dxi  -f- . . .  -4-  X„  dxn  -h  Pi  ^/)i  4- . . .  H-  P„  dpn' 

Tant  que  dans  le  facteur /on  considère  ^, /?,,  ...,pn  comme 
dues  à  l'équation  (2),  les  dérivées  partielles  de /par  rapport  aux 
variables  j:,,  .  . ,,  Xn  sont  nulles  séparément. 

On  a  donc 

(4)  X,^-X^,-^P.^.-^...-|-P„^:=.0, 


àxi    '  dXi 


i  variant  de  i  an. 

En  raison  des  égalités 


àpi         dp, 

— —  =  — — >     •  •  •  ) 

âxi        ôxi 

àpn   _    àpi 
dXi         dXa 

c'est  avoir 

(4') 

X,^X^.^P,gH-. 

•-^«ë  =  - 

mais  de 

dPi=[^^dx,  +  .. 

-ê'^' 

on  tire 

^^'=    '    (d> 

,..      ^P'dx ^^'• 

<&,_.      '''"  rf. 

OX; 


famille  et  à  ses  amis.  Le  27  octobre  dernier,  cet  homme  de  bien,  ce  savant  aussi 
modeste  qu'il  était  distingué,  ce  professeur  de  mérite  que  tant  de  travaux  dési- 
fînaient  pour  une  situation  plus  brillante,  est  mort  à  Cacn  des  suites  d'une  chute 
qu'il  avait  faite  (juclques  jours  auj)aravant.  La  Société  mathématique  de  France 
perd  en  lui  un  membre  actif  et  dévoué,  dont  le  Conseil  a  plus  d'une  fois  apprécié 
les  lumières;  quelques-uns  de  ses  membres  regrettent  un  ami  sincère  et  éclairé. 
Puisse  ce  dernier  hommage  adoucir  les  regrets  d'une  famille  si  éprouvée!       H.  P. 
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ce  qui,  substitué  dans  (4)?  (^liange  la  relation  en 

1   (  X, M-  Xpi )  dxi  +  \\ dpi  -r-  (  Pi  dx^  —  P,-  dx^)  ^  -f- 
(4")     '       4-(P,_k/x,-P,û?^,_,)    ''^' 


dxi-i 


\        -+-(Pi+idxi—Pidxi+i)   ^'    -^...-h(Pndxi—Pidxn)-^=  o. 

\  O^i+l  OXn 

Si  actuellement,  au  lieu  d'estimer  indépendantes  les  unes  des 
autres  les  valeurs  de  ^, ,  . .  . ,  .t,,,  nous  les  lions  par  les  n  —  i  ixla- 
lions 

dx,  _  dxi  _         _  dxj^i  _  dx,-^i  _         _  dx^ 

'  ^''  T7  =  p7  =  ■  ■  •  =  p~7  ~  TvT         ^'K' 

l'équation  (4")  se  réduit  à 

dx,-  —  dp,- 

de  sorte  que  l'on  a 

dxi        dx=>  dxi  dx,i  —  dpi 


Pi  P2  P,  Pn  X,-hX/.,' 

et  cela  s'appliquant  à  toutes  les  valeurs  de  i  depuis  i  jusqu'à  n,  il 
s'ensuit 

dxx        dxi  dxn^  —  dp\      —  dp=i  —  dp„ 


Pi  P2  P«         X,-f-XyD,        Xa+X/j,  X„+X/j„ 

En  tenant  compte  de  ce  que  par  l'équation  (2)  l'on  a 
(6)  dx  =  pidxx-\-  pidx2-^. .  .-{- Pndxn^ 

le  système  de  ces  équations  est  finalement 


dxt 
Pi    ~ 

dx, 
P2   ~ 

dXn 

~  p„ 

dx 

(7) 

dp\  —dpr, 


Pl/>1  -f-  .  .  .-H  PnPn  Xi  +  X/?i  X„+  \/)„ 

Ainsi,  du  moment  que  l'équation  (i)  est  vérifiée  par  l'équation 

(2),  toute  valeur  de  x  tirée  de  cette  équation  (2)  et  les  valeurs 

de  y>,- correspondantes  satisfont  au  système  d'équations  difléren- 

lielles  (7),  avec  des  valeurs  de:r,,  ^-o,  ....  .r„  qui,  au  lieu  de  rester 

X.  i5 
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indépendantes,  soient  liées  entre  elles  par//  —  i  relatit)ns  faisant 
partie  de  ce  système  (^). 

2.  Considérons  en  lui-même  le  système  (8).  L'intégration  com- 
plète de  ce  système,  soit  qu'elle  s'étende  à  toutes  valeurs  réelles  et 
imaginaires  de  l'une  des  variables,  soit  qu'elle  doive  se  limiter  à 
tels  ou  tels  champs  de  valeurs,  fournira  m  équations  avec  2;/ 
constantes  arbitraires  aj,  .  .  . ,  ao,,  susceptibles  de  se  déterminer,  de 
façon  que  pour  une  valeur  attribuée  arbitrairement  à  l'une  des  va- 
riables, à  X  par  exemple,  au  moins  dans  un  champ  de  valeurs 
possibles,  on  obtienne  pouru',  .r^,  ...  ;  j"„,  p\,  .  .  . ,  pn  des  valeurs 
pareillement  ai'bitraires  Xq,  J^'ic  •  •  •  •»  •^«oî/^io^  •  •  ■  «/-'ho- 

11  est  à  remarquer  que  les  équations  (  7  ).  en  même  temps  cpielles 
impliquent  la  relation  (()),  donnent 

X  dx  -f-  Xi  dx^  -r- .  .  .  —  X„  dxn  —  P,  r/yo,  ^  .  .  .  -i-  I'„  dp,i  =  o, 

c'est-à-dire  r/f^^=  o,  ou  /"=  const. 

C'est-à-dire  que  les  valeurs  de  .r,,  x^,  .  . .,  .r„;  p\,  . .  •,/>«  en 
fonction  deo:),  par  exemple,  substituées  dans  /,  en  font  une  con- 
stante. 

En  égalant  le  résultat  à  zéro,  on  établira  une  relation  entre  ces 
constantes;  lune  d'elles  s'ensuivra  en  fonction  des  autres;  leur 
nombre  sera  réduit  à  //  —  i  et  l'équation  (i)  deviendra  l'une  des 
équations  intégrales. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  sullira  du  reste,  dans  le  cours  de  l'in- 
tégration, de  faire  de  /=  o  l'une  des  équations  intégrales;  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  se  trouvera  être  n  —  i  dans  le 
système  intégral.  Mais  si,  pour  .r,  ^x^q,  les  constantes  sont  alors 
j"o,  ^10,  -2^201  •  •  ••.  ^na\  P\o,  .  •  •  >  Pno,  ce  sera  sous  la  réserve  d'a- 
voir /  (  Xq  ,  J"  1  o  ,   X-2  Oj    •  •  •  j  •''it  0  !    /'  I  0  »    •  •   •  >  Pli  0  )  =  t) . 

Dans  son  beau  et  renommé  Mémoire  sur  les  solutions  singulières 
des  équations  aux  dérivées  partielles,  M.  Darboux  a  tiré  un  heu- 
reux parti  fie  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  /  dans  le  sys- 
tème (").  Siil\;iiit  son  iiispiriilinii,  j)rrn(>iis  pdiir  ee  svslènie 

I   (hj^  _         _  dx„ 
'  '  dx  —  dp^  —  <lp„  dt 


T  se  prenant  à  volonté,  fonction   de   /  seul,  ou  de  t  et  des  autres 
variables. 

Nous  aurons  parla  2/«  +  2  variables;  in -\- i  d'entre  elles  seront 
déterminées  en  fonction  de  la(2/i  +  a)"'"*,  par  exemple,  x,  Xi,..., 
x,i;  p,  .  .  .,  p,t  en  fonction  de  t;  dans  le  système  intégral,  compre- 
nant ou  impliquant  l'équation  (i),  il  y  aura  2/1  constantes  qui,  il 
est  bon  de  le  redire,  seront  susceptibles  de  se  remplacer  pour  t=zt^ 
par  Xq,  XiQ,  .  .  .  ,  X/iQ,  /?)o,  .  .  . ,  p,iQ  sous  la  condition  d'avoir 

f{xo,  a^io,    .  .  .,  3r„o;  pio,    ...,/?„o)- 

Les  choses  ainsi  entendues,  considérons  le  système  intégral  sous 
la  forme 

/  X    =  'fit,  a,,   a2,    .  ..,  ajn), 
[   Xi  =  »,(/,   ai,   a,,    ...,   aon), 

(8)  \   Xn='^n(t^    «1,    ^1,    •••1    «2^), 

Pi.  = 'j:n+x{ti   3ti,   aj,    ...,   iX2n)i 

) 

Pn  =  ^-2n   (t,    7.1,    «2,     ...,    «,„), 

Si  les  n  constantes  a„^, ,  .  .  . ,  a^^  peuvent  là  s'exprimer  en  fonc- 
tion de  Xi,  .  .  .,  Xn  par  les  n  équations  qui  si'.ivent  la  première, 
ce  qui  exigera  qu'on  ait  le  déterminant  fonctionnel 


dx\ 


dxi 


différent  de  zéro,  on  aura,  en  portant  leurs  valeurs  dans  la  première 
équation, 

(9)  x^^(t,  3^1,  .Tî Xn\  a,,   a, a„); 

d'où  résulte 


(10) 


dx  =  — —  dt  -+-  cji  dxi 
at 


,-f-  nT„(r/.r„, 


à^ 


T^i  désignant—,  et  de  là,  à  cause  de  (6), 


(11) 


Oxi 

—  ^//  =  (  yj,  —  Toi  )  dXi  -h  .  .  .  -r-  {pn  —  HT,,  )  t/x„. 
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Les  valeurs  des  tn/  qui  se  présentent  d'abord  en  Ibncllon  de  L, 
x^,  .  .  .  ,Xn  et  des  constantes  a,,  .  .  .,  y.„,  peuvent,  eu  égard  aux 
équations  (8),  se  concevoir  exprimées  en  fonction  de  /  et  des  2/i 
constantes  a,,  .  .  .,  ao„.  Si  alors  les  binômes/)/— th,  sont  nuls  iden- 
tiquement, on  voit  que,  —  Tétant  aussi,  la  variable  t  ne  ligurera 

pas  explicitement  dans  Téquation  (g). 

Désignons  para  l'une  quelconque  des  2/?  constantes  dans  le  sys- 
tème intégral  (8).  Si  on  lui  attribue  une  variation  oa,  ces  équations 
donneront 

ex  =  -^  oa,      ojTi  =  -;'-  oa,      .  .  . ,      o.r„  =  -f-  oa, 
07.  da  O'J. 


et  par  l'équation  (9)  on  aura 
(12)  00- =  rai  0x1 -T- 


r)4>  , 
—  oa. 
0-x 


Mais,  quand  a  sera  l'une  des  constantes  éliminées,  ou  une  con- 
stante que  l'élimination  fait  disparaître  sans  qu'on  vise  à  l'éliminer, 
cette  relation  (12)  se  réduit  à 
(i3)  o:r  =::  TOiOJ-i-f-,  .  .-f-TiJ„8,r„. 

Comme  l'on  a 

/>,  o.ri  -^-  Pi  o.r.,  -I-  .  .  .  -+-/7„  o.r„  =  /j,  -'-  oa  —  .  .  .  -f-  /?„  -^  oa, 

on  volt,  par  l'équation  (12),  que  l'on  a 

/  (cJi— />i)o:r,~...-f-(Trj„— /?„)o.r„ 

(14)                    0^  ^         .     /d©             de,             ()t?o  ào„\ 

I       -• oa  =  Sa  ( -! Pi~r-  —  Pi-i •••  —  /'« -7-)  ' 

Quand  a  est  une  constante  (jui  ne  subsiste  pas  dans  l'équation  (9), 
si  les  r^i — Pi  sont  nuls  identiquement,  il  en  sei'a  de  même  de  la 
l'onction 

"«  =  ôi  -P'   do"  ~  •  •  •     ■^"  l>a    ^"  0'j.-P'-^---    ~P"  ~cH  ' 
Alors  que  les  />,  —  ra,  seront  tous  nuls,  mais  (pic  a  (igiircra  dans 
la  fonction  fl>,  la  dérivée  iiarlicllc  — -  n'étant  pas  nulle  identique- 
ment, la  fonction  //a  ne  sera  pas  nulle  non  pins  idculicpiciinMil . 


2i'.) 


Ces  fails  conslalés,  supposons  que,  pour  cliacuue  des/zconslanles 
éliminées,  le  déterminant  A  n'étant  pas  nul  identiquement,  on  ait 

«a  ^  O, 

sans  déterminalion  de  /,  ni  des  constantes  ;  alors  on  a  pour  ces  n 
constantes  les  /i  relations 

.                                    àXi  d.r.y  d.r„ 

(i5)  {v^i—pi  ) ^  (îCTo  — />2)  -r^-^  ■■  ■-^(^n—pn)  - —  =  o, 

/  étant  susceptible  des  valeurs  /«  +  i,...,  in  :  ce  qui,  A  élant  dif- 
férent de  o,  exige  que  l'on  ait 

XSi—pi=  o, 

pour  iz=  i,  2,  .  .  . .  II. 

Mais  si  les/>/  sont  de  même  valeur  que  les  m/  (juand  leurs  ex- 
pressions se  prennent  en  fonction  de  t  et  des  in  constantes,  il 
est  à  observer  que  si,  de  part  et  d'autre,  on  remplace  les  constantes 
éliminées  a,,^,,  .  .  .,  ao„  par  leurs  valeurs  en^Ti,  .r,,...,  j:*,,,  l'iden- 
tité de  valeurs  subsistera.  Par  là  titi,  cto,  . . . ,  c7«  recouvreront  leurs 
valeurs  telles  que  les  donne  l'éqviation  (9),  valeurs  qui,  d'après 
la  relation  (11),  ne  dépendront  que  de  x^,  ^o,  .  .  .,  x,i  sans  que  L 

V  figure. 

Or  l'équation  (i),  faisant  partie  du  système  intégral  ou  s\  trou- 
vant impliquée,  devient  identique  quand  on  v  substitue  les  valeurs 
(9)  de  X,  X\^  .  .  .  ,  /;„,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  t 
et  aux  2/1  constantes.  Si  l'on  y  substitue  la  valeur  (9)  de  x  et  celles 
tic  /?),  />2,  •  •  • ,  Pn  qui  sont  celles  de  to,,  cîo,  .  .  .  ,  to„,  toutes  fonc- 
tions de  Xi ,  ^2,  •  .  •  ,  x,i  eX.  des  constantes  a,,  ao,  .  .  . ,  a„  sans  que  t 

V  figure,  elle  se  trouvera  satisfaite,  identiquement,  sans  détermi- 
nation aucune,  ni  des  constantes  subsistantes,  ni  des  variables  j^',, 
.?2,...,  Xn,  car  à  la  place  de  l'indétermination  des  constantes 
a^,^,,  .  .  .,  a^n  se  trouvera  là  celle  des  variables  ;r,,  x-x-.  •  .  .,  x„, 
puisque,  par  le  fait  seul  que  A  est  différent  de  zéro,  l'ensemble  des 
valeurs  de  x^,  x.^,  .  . .,  x,,  comme  indéterminées  est  équivalent  à 
celui  des  constantes  a„^.i a^,,. 

11  est  donc  ainsi  établi  que  l'équation  (9),  si  ?/x  est  nul  identi- 
quement pour  chacune  des/?  constantes  dont  lélinniialion  cotuluil 
à  l'équation  (9),  sans  que  A  le  soit,  constitue,  ne  contenant  [»as  / 
explicitement,  une  équation  intégrale  de  I  ('(piatiou  (i). 
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De  plus,  toute  constante  du  système  intégral  (8)  pour  laquelle  Ux 
est  difFérent  de  zéro  subsiste  dans  l'équation  (9),  de  sorte  que 
c'est  une  intégrale  complète  quand  les  ii  constantes  non  visées 
dans  l'élimination  donnent  lieu  à  des  valeurs  de  iiy,  qui  ne  sont  pas 
nulles. 

Dans  tous  les  cas  où  l'équation  (9)  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (i),  les  constantes  qui  y  subsistent  sont  celles  pour  lesquelles 
l'expression  U'x  est  différente  de  zéro. 

Comme  fonction  de  t,  11%  est  susceptible  d'une  expression  re- 
marquable que  donne  immédiatement  la  recherche  de  sa  dérivée. 

Observons  que  l'on  a 


dx              dxi 
diu       'dt            '^  dt 
dt           d%        ^'     d% 

^dxi 

dt         dpi   dxi 
^"     ùy            dt     dx 

dp,,    dx„ 
dt      d'x 

du^                         T 

T 

4' 

dt    ~                   dy. 

^'      dT.                             ^" 

dx 

-^         T 

dxi    ^            ^    X„^-X/?„    dxri 
d'x                            T             dj. 

_   '  /p    ^/'i   . 

dpn    ,    V     ^-^l     , 
""^^''      dT.      '     ^'     doL       '     '" 

■    -^"  dt  ) 

X/       dx. 

•••  p'^  d^y 

^  T  i^'    dy 

ce  qui,  à  cause  de 

dx  ^        dxi 

A     .      -r-  Al 

àoL             doL 

••-"^«    dy    -^^'    dy.     ■       ^'^ 

^"    dx    -"' 

relation  qui  vient  de  ce  que,  quelle  que  soit  la  constante  a, l'équa- 
tion f^  G  est  impliquée  dans  le  système  intégral  (9),  peut  se 
changer  en 

du^  X  /  dx  dxi  àxn\  \ 

'dr=~T\jx~P'~d^         ^"  "d^;  =  ~"  T  "»■ 


ou 


Ux^  désignant  ce  que  do\icnt  11%  jiour  /    -  /„. 
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Il  ressort  de  celte  expression,  que  si.  pour  /  ^  /„,  on  a  =;  diinp 

\aleur  finie,  tant  que,  t  variant,  cela  continuera  d'avoir  lieu,  la  va- 
leur de  11%  ne  sera  pas  nulle,  si  iij.q  est  dilTérent  de  zéro,  mais 
qu'elle  ne  cessera  pas  d'être  nulle  si  U'xq  se  trouve  nul. 

Cette  j)ropriété  est  utile  pour  reconnaître  ce  qu'il  en  est  de  Uy. 
lorsque  sou  expression  se  simplifie  pour  une  valeur  particulière 
de  ^  et  surtout  dans  le  cas  où  les  constantes  sont  les  valeurs  de 
X,  x^,  ...  ^JC,,', ps  5  •  •  •  iPn  répondant  à  une  valeur  particulière  de  /, 
eu  égard  à  ce  qu'on  ait/^  o. 

Si,  pour  t:=to,  les  variables  deviennent  ./o,  x,o p,in,  1  ex- 

1  II  oxq      àxiQ  t»-f«o 

pression  de  Un  sera  nulle,  en  ce  que  - — 5  — — >  •••'  — — y  se 
'  ^-0  '         dpio      dpi»  Opio 

trouvent  nuls.  Il  suffira  en  conséquence  que  les  p,o  soient  indé- 
pendants les  uns  des  autres  et  que  le  A  correspondant  à  l'en- 
semble des  pio  ne  soit  pas  nul  identiquement,  pour  que,  par  l'éli- 
mination des pio  on  ait  une  équation  intégrale;  cette  intégrale, 
d'ailleurs,  sera  complète  si  les  Uj^^  sont  tous  différenls  de  zéro  : 
c'est  le  procédé  connu  de  Jacobi. 

Les  constantes  étant  les  mêmes,  si  l'on  pose  avec  Caucby 
.ro  ^  ^(xio,  J"207  •  '  •  1  -^rio)'''^  indiquant  une  fonction  arbitraire, 
et  qu'on  fasse  disparaître  .r,,  par  la  substitution  de  A,  il  s'ensuivra 


du-i„ 


Pio- 


que 


dx,o 


=  o     (j  ^  i). 


ôt. 


Cette  valeur  de  //.,,^  sera  nulle,  si  p^^  se  prend  égal  à  -r^  •  Donc, 

si  toutes  les  constantes  .>f,o,Xjo«  ...,  ./«o  figurent  dans  la  fonc- 
tion A  et  qu'à  cbacune  il  corresponde  une  dérivée  partielle  de 
valeur  finie,  on  auia  par  la  fléterminalion  des />,„  dont  ou  vient  de 
parler  des  iii.  de  valeur  nulle.  (  hiant  au  d('leiininant  A.  il  se  tiouve 
éiral  pour  /  =  /,,  à 
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qu'il  varie  avec  t   d'une   manière   continue,  ~    étanl    par  ailleurs 

d'une  valeur  finie,  on  voit  que  l'élimination  de  j7,o,  ^20 >  •  •  •  »  -ï'ho 
mènera  aune  intégrale  de  l'équation  (i).  Il  ne  s'y  trouvera  aucune 
des  constantes  arbitraires  primitives.  Mais,  si  l'on  fait  dépendre  \ 
de  n  constantes  A,,  Ao,  .  .  . ,  A„  telles  qu'à  leur  égard  les  w^  soient 
différents  de  zéro,  on  obtiendra  une  intégrale  complète.  Notam- 
ment, si  l'on  pose  jcq  =  A,  x,o  -•-  ^^-^id  H-  .  .  .  ^-  A„.r„o>  i'  est  à 
observer  qu'il  s'ensuivra,  après  le  remplacement  de  Xq  et  des 
Pio  =  A/, 

^0       -  r  Y  d'. 


car  Uj:  =  I,  pour  t  =  t^,  d'où  une  intégrale  complète  où  les  con- 
stantes seront  A,,  A^.,  ...,A„. 

On  pourra  encore  prendre  Xq  ^=  \{Xi(^,  .  .  .  ,Xf,o)  avec  p,o  =  y — 

pour  /  =  I ,  .  .•,/«"',  on  aura  le-j,  =  o  pour  a  =  j:,o,  ^20 ^^Aoî 

Pfs+i  0?  ••  -^Pno-  L'élimination  de  ces  constantes  conduira  à  une 
intégrale  qui  déj)endra  de  constantes  introduites  dans  À,  si  les  «a 
à  leur  égard  ne  sont  pas  de  valeur  nulle. 

i.  Je  ne  m'arrête  pas  sur  des  cas  particuliers,  comme  celui  où 
l'équation  (i)  est  linéaire,  ni  celui  où  elle  est  homogène  par  rap- 
port aux  Pi,  ni  sur  le  cas  de  deux  variables  indépendantes. 

Dans  l'intégration  du  système  (7),  il  se  peut  qu'il  soit  avanta- 
geux, pour  les  calculs,  d'introduire  d'autres  constantes  que  les  o'/o 
et  piQ.  Revenons  donc  aux  éf[uations  (8)  où  les  constantes  sont 
désignées  par  a,,  .  .  . ,  a.j,,. 

Quand  les  iiy.  se  trouvaient  nuls  pour  n  de  ces  constantes,  et  dif- 
férents de  zéro  pour  les  n  autres,  nous  avons  reconnu  que  l'élimi- 
nation des  prcniières  pour  les  n  -(-  i  équations  donnant  x,  x^ r,j, 

en  fonction  de  /  et  des  constantes,  menait  à  une  inlégrale  complète. 

Dans  les  cas  où  il  v  a  plus  de  //  constantes  pour  loscpiellos  l'ex- 
pression de  i/'x  est  nulle,  sans  qu'il  en  soit  ainsi  jxuir  toutes,  il  est 
aisé  d'opérer  sur  les  conslanles  un  (•liaiigeiiuiil  (|iii  fait  rcnlrcr 
dans  le  cas  précédent. 

Supposons  qu'on  ait 

M,     -.0,      «,    —  o //„         n,      //„     ,    :^  n. 

EL  à  '  flm  *  fil  fil.      I      ■ 
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Si  1  on  fail 

a^^i  --'-  Al  a,  ~  kl  'j.-i-\- .  ..  -■!-  Aa-  a^-  -i-  A/,.-^i, 

il  s'ensuivra,  après  subslitution  de  celle  valeur, 

"^a,  =  "a,  -^  "a  ^,  "'^  =  "a,,„  "^  1  --^  ^ 


et 

Ou  ^oil  (|ue  de  celle  façon  on  oblienl  à  la  place  des  «-^  nuls  au- 
tant de  Ua  correspondants  qui  ne  le  sont  plus,  se  rapportant  aux 
mêmes  constantes.  Quant  à  la  constante  pour  laquelle  Ux  n'est  pas 
nul,  elle  disparaît,  mais  peut  se  considérer  comme  remplacée  par 
A/i+i  ou  l'un  des  coefficients  A/,  en  lui  laissant  une  valeur  indéter- 
minée, les  autres  pouvant  recevoir  à  volonté  des  valeurs  numé- 
riques différentes  de  zéro. 

F^ar  ce  moven,  on  pourra  réduire  à  n,  s'il  est  supérieur,  le  nom- 
bre des  constantes  donnant  des  it^t  nuls,  pourvu  qu'il  s'en  trouve 
un  qui  soit  différent  de  zéro,  ce  qui  permettra  d'obtenir  une  in- 
tégrale complète. 

S'il  arrive  que  les  valeurs  de  iz-x  répondant  à  deux  constantes 
a,,  a^  soient  différentes  de  zéro,  mais  dans  un  rapport  /,•  indépen- 
dant de  t  et  de  ces  constantes,  de  sorte  que  u^  =:  ku^^^,  il  suffira 
de  faire  aj  =  —  /i  a.o  -r  A,  pour  qu'il  s'ensuive  'J^,  =  ifx,  —  A" '/a,  =  o, 
et  d'autre  j)art  u^=  ?/a,  ^  o  ;  de  sorte  que,  à  la  place  de  a,  se 
trouvera  A (  donnant  pareillement  un  Uy.  différent  de  zéro,  tandis 
que  Ma^  sera  remplacé  par  Ua^  égal  à  zéro. 

Il  se  peut  qu'en  opérant  ainsi  une  ou  plusieurs  fois  on  amène  n 
constantes  à  présenter  des  Ky^  nuls,  au  lieu  d'en  avoir  un  moindre 
nombre. 

A  défaut  de  pai^eilles  circonstances,  s  il  se  trouve  que  le  nombre 
des  Ux  nuls  n'atteigne  pas  n,  une  ressource  toujours  possible  sera 
de  passer  des  constantes  a  à  d'aulres  qui  soient  pour  t  =  t(,  les 
valeurs  Xq,  Xîo,  .  . .  ,/>/o  pour  agir  ensuite  de  l'une  des  façons  indi- 
quées. 

o.    (^)uand  le  svslèmc  (7)  s'iulègie   sans    v  introduire   une  non- 
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velle  variable  L,  qu'on  y  prend  .i*,,  par  exemple,  pour  variable  in- 
dépendante, les  constantes  ne  sont  plus  qu'au  nombre  de  in  —  i , 
a,,  a2,  .  .  . ,  '^in-K  susceptibles  de  se  changer,  pour  x  =:  x,o,  en  va- 
leurs correspondantes  ^o>  ■X'-Kt-,  •  •  •  ■>  J'/io'>  Pio Pno  qui»  fie  fait, 

se  réduisent  à  2/1  —  i   à  cause  de  la  condition 

^,0,  comme  ta,  pouvant  d'ailleurs  être  fixé  numériquement,  ou 
laissé  indéterminé. 

L'analyse  précédente  s'appliquera  à  ces  circonstances,  /  n'étant 
qu'à  remplacer  par  Xs,  T  par  P,.  On  aura  alors 


dx 


dx-i 


Ô'J. 


A  = 


A-,  t   -      ,1^ 


t»a 


—  Pn 


àXn 


ô.r.. 

ôx„ 

à-J-n^X 

ày-n^l 

dXi 

àXn 

à^in- 


0%.i, 


pui 


p:''' 


Toutefois   l'équation  (9  ),   indépendante   de  A  (puind  les  />,  —  r7i^ 
sont  nuls,  ne  sera  pas  indépendante  forcément  de  x,. 


JI. 

1,  Comme  problème  inverse  de  celui  donl  nous  venons  de  nou> 
occuper,  se  présente  la  question  d'obtenir  au  moyen  d'une  inlt'- 
grale  complète  de  l'équation  (\)  un  svslènie  intégral  correspon- 
dant des  équations  (-). 

La  solution  est  immédiate  lors([iie  l'iiih-graic  conq)lèle  connue 
est  sous  la  forme 


F(.r,  X, 


■'',,0  )  =  n, 


les  x^,  .r,o .r,,^  étant  tous  des  in<léterminécs. 

En  ellet,  si  le  s\slènie  inl(''^ial  se  supi^xc  >^()iis  une  forme  ana- 
logue, soll  (pi<^  la  varutbie  indi'pendanle  s"\  iiouse  .//,  ou  \  soil  /. 
la    coridiliiin  d'avoir   /(./•„../■,  ^ />„„\  rr::  t)   .'■linil    i'eni|.lie.    les 


—  -2;j5  — 

équations  qui  le  composeront,  comme  toutes  celles  qu'on  en 
déduirait,  seront  telles  quelles  subsisteront,  quand  un  éciiange  s'v 
opérera  entre  /, 

:r,  Xi,  x^,  .  .  . ,  x„;  />,,   .  . . ,  y>^     el     fo,  x,),  -Tiq.   ....  x^q;  pii),  .  .  . ,  />««• 

Soit 

r  { X,  Xi,  ....  .r„;  J'o?  ^lo;   •  •  •  ?  ^n<i)  =  o 

l'intf'grale  complète. 

Elle  donnera  les  n  équations 

qui  feront  partie  du  système  intégral.  Dès  lors  il  v  aura  comme 
correspondantes  les  n  équations 

dF  ÔF 

(18) r-/),o--=    O. 

où.  les  piQ  constitueront  /i  — i  constantes  arbitraires,  l'une  dellea 
se  déterminant  par  l'équation 

/(Xo,  Xi0,    .  .  .,  Xno,  Pio-    •  .  .,  Pno)  =  f>. 

11  y  a  bien  lieu  d'observer  que  par  F  =  o  et  les  n  équations  (i-) 
on  peut  obtenir  léquation  (i^,  et  par  F  =  o  avec  les  équations  (i8) 
obtenir  /"(j^o,  jÇjq,  .  .  .  pno)  ^  <^'  H  ^}  aura  de  fait  qu'un  svstème 
de  2/1  équations  distinctes  comprenant  ou  impliquant /"=  o,  qui 
constituera  un  svstème  intégral  avec  2/1  —  i  constantes  arbitiaires 
des  équations  (y),  correspondant  bien  à  l'intégrale  complète 
connue. 

Considérons  ces  équations  sous  la  forme 


•  19) 


dF 

dF 

àF 

ôF 

ôx 

—  I 

dxi 
Pi 

_  dx,  _ 

~    P-2     ~    " 

rjx„ 
Pn 

dF 

âF 

rtF 

r)F 

rJXo 
—  I 

Pio 

OXio 
P20 

Pni) 

(9.0) 


et  soit,  en  supposant  .r,  la  ^ariable  indépendante, 

_    r)x  rtx,  àx:i  dx„         .  _        ^ 
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D'après  ce  qui  a  été  vu,  on  aura 

supposé  p-  de  valeur  linie  dans  tout  le  cours  de  rinlégraliou. 

Comme  la  valeur  de  ?//o  se  réduit  à  — />»,„,  on  a 

it,  =  —  p,-^'Sl, 
el,  par  suite, 

dV  dV  rW  f)F  c)F 

â.r,)  àx\(i  Ou;. 20   f-^su    _  (^J'no 

M    ~  — />ioM  ~     iii  «3  "« 

mais  les  deux  pi^emiers  dénominateurs  ne  sont  eux-mêmes  ijue  les 
expressions 

à.r  f).r,  f).r„ 

ilu  = P" •  •  •  —  Pn  ~\ —  ' 

Oxo  '  dJo  Ojco 

d.r  d.r.y  à.r„ 

Ui   =  -r—  —  p.2 ■ •  •  •   —  Pn 

En  effet,  pour  .r,  =J'io^  l'expression  de  Uq  devient  i,  de  sorte 
que  Uq  =  M. 

Pour  ce  qui  concerne  i/^,  attendu  (jue  .r,  est  la  \arial)le  indé- 
pendante, le  fait  nest  pas  aussi  apparent. 

Remontons,   afin   de  le   reconnaître,  aux  équations    intégrales 
sous  la  forme 

X    =  cp    (a"i,  .To,  .r,o,  .  .  . ,  x,nû  /'ic   •  •  • ,  P,io  >< 

X2    =  Oi   (X^,   J",„   -^10^    •  •  •  )   •■*"/(":  P\0, /'/(o\ 


x„  —  o„(.7"i.  .ru,  ^10,   ....  x„„:  /'lo.   •  •  ••  /'/Ml  ') 

(pu  donnent 

Ox  1)0  ()./•■>         ')■:)> 

Oxio         OXiu         Oxio         Oxio 

puiscpic,  pour  .r,  =  ./'n,  les  valeurs  de  ./%  .r.^,  .  .  .,  J'„  se  r(''(luisenL 
à  ./'o,  ./'o„, '"//O'    (pi;inlil(''S    ind(''|)endaiilcs  de   ./'k,;   il  s'ensuit 

\oJC\  /.r,    ..„  V."J'lo/..'i    .r.i, 

_    /^*l/>|-^----^  »'///'/>  \  ,      /    ''''■?_  \ 


PlM  —  "10  =  'J, 

Ui  =— /?ioM. 

dF 

dF           <)F 

d¥ 

ÔXn 

d.i- 10         (f-^îo 

Ui                  Uy 

à.r„„ 

d'où  rt'-siilte 
et  de  là 

Par  conséquent 

f  20') 

pour  les  équations  (10)  sous  une  autre  forme. 

2.   Au  reste,  du  moment  que  léquation 

F(  ^,  .Ti.   .  .  .,  JT/,  ;  a,,  .  .  ..  a„  I  =  o 

est  une  équation  intégrale  de  l'équation  (i)  déduite  du  svstème  des 
équations  (^),  elle  devient  identique  quand  on  v  porte  à  la  place 
de  J^i ,  ^2'  •  •  •  1  -^^n  leurs  valeurs  en  fonction  de  x,  et  des  constantes 
ttj,  ao,  . . . ,  y-jn-i,  de  sorte  que  Ion  a 


dF  dx 

dF   dx., 

dF 

dx„ 

dF 

dx    d-J. 

dx^     d'x 

dx„ 

d'x 

d-x. 

ce  qui.  avec  les  équations 


dF  dF 

donne 


dxi    '         dx 


ôF  I  dx  dx.>  dxn  \       àF 


dx  \  d'x       ^  '   d'x  ^"'   dx    }        dx 


OU 

(ai) 


àF 

dF 

dx 

—  I 

dx 
ii„ 

TPour  les  constantes  Xq,  x.^q,  ....  .x"„o,  celte  relation  se  traduit  en 


dF 

dF 

dF 

dx 
—  1 

dxo 

«0 

dx,n 
U2 

dF 

dx,u. 


Comme  l'on  a  éçralement 


dF   dx         dF   dXi  ,     dF    dx„         dF 

dx   dxi         dx,  dxx        •  •  •        jj.^^   JJr^         dxi 
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par  conséquent 

OF  /  ôx  dx-i  àT„\         d¥ 

ou 


<)x\Oxi     ^-  dxi  '^"àxij        dxi        ^' 


OF         dF 
dx    _  dxi 

on  voit  que 

OF  dF  ()F        ^F_  dF 

dx     _    àxt,  _    dXi    _    ()j-20   _  _    f^^no 

I  i/o  ".I-,  "2  "« 

ce  qui,  rapproché  des  formules  (20'),  accuse  la  formule 

dF  dF 

dxi         àxx  0 


Pour  le  problème  posé,  le  cas  général,  celui  où  dans  l'intégrale 
complète  les  ji  constantes  sont  autres  que  celles  dont  il  vient 
d'être  question,  demande  à  être  traité  par  des  considérations  dif- 
férentes. 

3.   Soit 

(2)  F{x.  .ri,  ....  j-„;  a, a„)  =  o 

une  intégrale  complète  de  Téquation  (i). 
Prenons-la  sous  la  forme 

(2')  or  =  U"(.r,.  .r,,  ..  .,r„,  a, a„  ). 

L'équation  (i)  peut  se  supposer  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
dérivées  partielles  />/.  Soit  ainsi 

(r)'  pi   =<h(x,X^.   ....Xn.pi, Pn)- 

Considérons  avec  l'équation  (2)'  les  //  équalions 

dW 

(9.3)  p'-^^Fr 

et  |)OSons.  d'autre  pari. 

d^V 
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les    lettres    ^j/  désignant    ti    quantités   que   la   suite    déterminera. 

Nous  avons  là  2/i+s>  équations,  qui  au  fond  ne  reviennent 
qu'à  2//-f-i  équations  distinctes,  l'équation  (i)  résultant  des 
équations  ( 23)  et  de  (2).  Si  les  ^i,  deviennent  des  fonctions  d'une 
variable  /,  elles  détermineront  j:,  ^Tj,  ...,  :r„  ;/?,,...,  /?„  égale- 
ment en  fonction  de  /. 

Le  signe  de  différentiation  d  se  rapportant  à  /,  le  signe  0  se 
rapportera,    peu   importe    de    quelle    façon,    aux.   constantes    a,, 

Nous  aurons 
dx  =pi  (Ixi  -+-  Pi  dxi  4- .  .  .  -f-  />„  dx„  =  'h  dxi  -h  —  f/.r.,  -h  .  .  .  -l-  —  dx,, , 


>  à^'  ,      ^  an" 

0  (/x  =  dx,  O'I  -+-  dx.^  0  - —  -h  . .  .  ^  dx„  0  - — 
■      Ox.,  Ox„ 


-H-  'L  0  dxi  -f-    , —  0  f/.r.i  4- ...  -1-  - —  0  rf.r,, 
ôx.,  '  àx„ 


.      /r>l/  ,  (j'i    ^  >J'l    ^  d'il    ^  à'I    ^       \ 

^  (),r  tV.ri  dx,t  dpi  ôp^  / 


-f-  rfj?.>  0 1-  . .  .  -h  «.r„  0  - — 

"       ÔXo  Ox„ 

-(-  (1/  0  dxi  H 0  f/.r.,  -h .  .  .  +  - —  <i  «J",i 

Ox.,  '  àx,i 


ce  qui  devient,  en  y  portant 

()»r  ,  c)»F  ,  c)^F  ,  d^'  ,  ()W  . 

o.r  =  oxi  -f-  -—  0^..  -f-  •  •  •  H-  -; —  o.r„  -H  - —  caj  +  •  •  •  -I-  - —  ox,, 


0  a.r  =  f/j^i      — ^  -,—  o.ri 


t*.r  t'./'i  c'j-  ux„ 


^         *  àx-i  ()x,i  Op.,  Opn 

-f-  f/x.>  3 1 1-  dx,i  0 1-  'l  0  dxi  -H  -—  0  rt.ro  -f-  •  •  • 

'      dx-i  Ox,,  Ox-i 

-+-  - —  0  dx„  • 
ox,. 


—  2i0 
On  a,  d'autre  part. 


àT  ,           dW   , 

dW  , 

dW  . 

dW    , 

o.r  = 

—  0X1-+-  T —  Ci.ro-}- 

;-  - —  ox,i  - 

-  —  oajH 

-f-  - — ■  oa 

ÔXi                      OX-2 

àrn 

Oyii 

da„ 

(■16)  I  d  ox  = d  oxi  -f-  -~ —  d  o.r,  -^  - —  d  ox„  -r-  d  — —  oai  -+- 

j  dW  ^  -       7  -        7  -        7 

O'J.,1 

En  observant  que  0  dx  =  dox,  que 

'J/  0  ^0*1  =1  pio  dxi  =  - —  d  oj"] , 

(JXi 


- —  0  dx=>  =  - —  a  ojFo, .  . . , 

0X2  "  OX.2 

on  déduit  de  là 

o  =     pi  — ^  dx,  -f-  -T-^  «j:-!  —  dpi     oj:, 
y-^    c).r  dxi  / 

-^(^p,,-^^dx,^  —  dx,-dp„jox, 

—  I  -r^  dxi  -+-  dxo  )  009  +  •••-*-(  -H-  dxi  -4-  c?j:„  )  0/)„ 

^[à^S^  dj\  .     _^  i^A  ^  cî     -     J  '^ -^  oa 

\(?a;  ()ai        '  drLxl      '   '  \da7  da^        '  ài,,  ; 

Déterminons  les  [i,  =  — -  par  les  n  équations 


il  s'ensuivra 
(28) 


-i-  P/  dx,^  H-  f/p,  =  o  ; 


^  -  ^  dx. 


<-♦-.., 


ce  qui  inlroduil  ti  constantes  aihilraires  [j,o,     .  .,  |j/;o- 

Or  le  signe  0  csl  applicable  à  ces  nouvelles  constantes  aussi 
bien  qu'aux  a  ;  les  valeurs  de  x,  .r, ,  .  .  . ,  .r„,  />, ,  .  .  . ,  />>„  dépendent 
des  unes  comme  des  autres;  en  conséquence,  pourvu  que,  pour 
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/  r^  ^0  les  2/1  constantes  soient  telles  que  Xt,X2,a^n,  ■■',  p\,  ■■■,pn 
puissent  recevoir  des  valeurs  quelconques,  x  ayant  d'ailleurs 
une  valeur  correspondante  fixée  par  l'équation  (2)  ;  les  va- 
riations ox, ,  0X2,  .  .  • ,  oXn,  opi,  opo,  .  .  . ,  opfi  peuvent  s'estimer 
arbitraires,  ces  variations  répondant  aux  variations  des  2/1  con- 
stantes. 

L'équation  ci-dessus  a  donc  lieu  quelles  que  soient  ces  varia- 
tions ;  il  en  résulte  donc 


—  dpn 


dx^ 

dx', 

dx,i 

—  I 

dp. 

dpn 

—  < 

dp^ 

dXi 

P\ 

dx 

rix 

—  Pi- 

+-/' 

6^\ 
'dp. 

-4-  •  • 

dxn  dx 


Pn   3-^ 
àpn 

4.  En  revenant  des  équations  jc  =  T,  />,  =/>  aux  équations  (1) 
et  (2)  F=:  0,/=  o,  on  aura 

dp,         d'il        .  .  .    ,  df  df   dp, 

-^ —  =  -— ^     détermine  par     — i — -^ { —  =  o. 

dXi        dx,  dXi        dpi    dx, 


el 


à^'   _   dx  _  dF         dF  dx   _ 

doLi        àoLi  dy.j         dx  da/ 


c)F     ,    dF 

de  sorte  que,  les  équations  de  départ  étant 

/  F(.r,  ar, .  r. ^n,  «i.  a, a„ir^o.     fix^Xi x„.p^ ;j„)  =  o. 

(3o)'  dF        dF  dF        dF  „ 

et  les  jj,  avant  leurs  valeurs  données  par 

r'  ^  î^  /       -  r'  ('^  ^\         -  f'  ~  j»-. 

1.  16 


-  i>i:2  — 
on  en  conclut 

d.ri  _  dx-i  _         _  dx„  _  r/.r       _      —  dpi      _ 

'  \„  -  \p,,         T  ' 

T  s'v  trouvant  à  prendre  à  volonté. 

Le  système  d'équations  différentielles  a  d'après  cela  pour  sys- 
tème intégral  avec  2n  constantes  ai^bitraires,  l'équation  (i)  s'y 
trouvant  impliquée,  les  équations  précédentes  (3o). 

Lorsque/  ne  contient  pas  jc,  on  a  X  =  o;  les  valeurs  des  ,3/  de- 
viennent les  ,j,u,  elles  sont  constantes;  c'est  le  théorème  que 
Jacobi  a  démontré  directement,  et  auquel  il  a  habilement  ramené 
le  cas  général. 


(3i) 


Observons  que  l'on  a 

âF        àF 

OF 

''     T 

0         —     ô 

_    l)7.„    _ 

oF 
ôx 

jj. 

En  conséquence. 

'  dF 

dF 

()F 

)                                                àx, 

di.. 

07.,, 

'a7 

~  t:  ~" 

'~xr 

les  rapports  entre  les  quantités  constantes  /",,  Ao.  ....  k„  consti- 
tuent n  —  i  constantes  arbitraires,  et,  si  Ai  se  prend  pour  valeur 
de  0,0.  on  a 


(A'  ,    oF 

—  —  —  /, ,  ^—  c 
t>X|  Ox 


r.'¥' 


il  prendre 


I  =  \  :  on  H  p.ir  là 


(3u)  j-  —  — /i  -    e-i'-'». 

^  yxi  Ox 

pour  la  (■j.n  -f-  i  i""""  «•(pialiou  <lii  s\slènie  iuléi,nal,  les  antres  étant 

„              OV         OF  I/o 

r  =  o, 1 /'/■  =  o,  et  les  équations  (  J  i  i. 

Lorsque  T  se  prendra  aulremeni,  les  2/7  équations,  où  de  fait 
/  ne  figure  pas  servant  à  déterminer  2/1  des  variables  .r,  .r,,  ...,x„, 
p ^pn  en  (onction  de  l'une  d'elles,  il  v  aura  entre  celle-ci  et 


/  réquation 


2-43 


ôF  ,    dF     -  /    T' 

(>a,  (Jx 


ou 


,  ôF       ,  ^      ,   .       .  dF         r  X  ^ 

ou 

,  ()F  ,  f9F 
oai  ox        X  df  _ 

W~       dF  "^  ~T~  ""*'' 

équation  du  premier  ordre. 

a.  Si  le  système  (y)  est  considéré  sans  la  variable  auxiliaire  l, 
les  intégrales  seront 

dF  àF 

F  =  o, ^  Pi  -—  =  o, 

dx,  àx 

et 


<^F        ()F 

dF 

doLi         dy.2 

dy-n 

t;-  ij-' 

""  /«-« 

équations  dont  le  nombre  est  in,  avec  in  —  i  constantes  arbi- 
traires qui  sont  a, ,  ao,  .  •  . ,  a„  et  les  rapports  entre  kf,  ko,  .  .  . ,  /\„. 

Nous  terminerons  en  signalant  l'accord  que  présentent  ces 
résultats  généraux,  et  ce  qui  regarde  la  forme  d'intégrale  com- 
plète examinée  d'abord. 

Supposons  que  .r,  soit  prise  pour  variable  indépendante  à 
l'égard  du  système  intégral,  que  X(,,  o^oq, r„„  soient  les  con- 
stantes arbitraires  dans  l'intégrale  complète. 


l'on  a 


L  équation h  t^/  —  =  o  devient  alors ^  i,-  —  =  o.  et 

•  O'Jii  ^  '  dx  d.r,u  '  '  àx  ' 


dF         dF  àF_ 

(19.)  dx    _  dxo  __  dxio 

—  I  «0  "i 


dF 

dF 

dxio 

dx„ 

Un 

Ui  étant 


àx  âxi  dxs  àx„ 
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c)F         3/    ()F 

J.r,o         ;/„   (V^u 

Or  ?/n  =  M  et  ^i, 

=  Mfi/o.  Done 

Wl'         ,      aF 

c'est  avoir 

du;,  ~^P"  dx. 

en  prenant  ^/o  =  —  Pio- 

Ajoutons  que,  dans  le  système  intégral  que  nous  venons  de  dé- 
duire de  l'équation  F  =  o,  celle-ci  peut  se  remplacer  par  réqualion 
/■=  o.  Mais  les  équations  (7)  ne  se  forment  que  pour  l'équation 
f^z=o^  etrestent  les  mêmes  quand  à  saplace  on  prend/=  A,  Aétant 
une  constante  arbitraire.  Donc  il  suffira  de  remplacer  l'équation 
F  ^  o  par  /=  A,  les  autres  équations  restant  les  mêmes  pour 
avoir  le  système  intégral  général  de  ces  équations  (7). 

11  importe  peut-être  d'appuyer  de  quelques  exemples  l'exposé 
qui  précède.  Les  trois  qui  suivent  suffiront,  je  l'espère,  pour  con- 
firmer les  principales  observations  que  nous  avons  eu  à  faire. 

1. 

I.    Soil     /' zz=  p//   \-     -  /)Z  -^  (t(/  zz^  o.    \)o\d 

d.r       _        dr       _  flz  _  —  dp  _  —  ^y 

(/y  —  ^   ~  j)y -■- tt         >l>'iy — pz-r-qa         — p-  o 

—  /)dx  dr       _    ^^    _  ^V 

'  ^     '  (11  jiy  —  a        p  a >-         /)- 

tir  di>  ,  dp  dp 

=  ~    -—  •,       (ly  —  V rt  -^  =  o. 

P'  '      P  /'■- 


—  -un  — 

Do  II 

Oz  Oy  0\'  fJy 

T        0-;         ^  0-;  cl-;  0-;  a  ^     >         3  ^     ' 

"  e->l  àéliniinei'.  iJe  là 

(  z  —  a_>-  )-  =  •}.at.{x  —  3 ). 

t2.    Pour  \v  problème  inverse, 

F  =  {x  —  ty)-  —  X  a%(x  —  |ii  ^  =  o. 

(1  où 

'  V[  z  —  'XV  )  —  ai X  —  j  I        a  y. 


p{Z  —  OLV  )  —  aoL  =  o , 


Â  A-' 

{  z  —  OLV ){q  —  a)  =  o, 
ce  (]ui  donne 


^  =  a  ,     ^  =  a  >-  —  ■ —  ,      -»- ~  X  —  j  —  a-'  =  o. 

'  p         ~    p 


Par  F  l'on  a 


(Jonc 


ce  sonl  bien  les  intégrales  précédentes. 


II. 

'  •  •->.  ;  — px  -4-  qy  -h-  q-  =  o, 

dx    _        dy  dz  —  dp         —  dq 

—  X        y  -^  'iq         —  px  -T-  qy  -^iq-  p  J  q 

dx 

p  =  ■xx ,     y  =  [j  jt'  ,     dy  -^ y ~  -i  ^ix-  dx  =  o  , 

_7  -px-^ px         qy         y2_a  — 3y      .,         3^ 

^  2  À  i.  :>.  i  4 

•^  "  Y       •>  -^    rj      ., 

ll„=    —  •.        «,  =  —    -  X-  ,       »     =: 3X-. 

'2  ?  2  •  2    ' 

Il  n'y  a  aucune  de  ces  constantes  à  éliminer. 
Si,  pour  .r  :^  ,/•(,,  on  fail 

.>■—.)  11.       Z  =  Co,      p  =  p,,. 
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sauf"  à  avoir 

on  trouve 

xô  xl  -^ 


De  lit 


lixy  —  xoyoy^l 


^0  =  "—r 


et  linaleineul 

(x;^-^  —zt^x'^){xl  --x'*)  =  x^-xl(xf  —  Xoyoy- 

Il  est  plus  simple    d'opérer  autrement.   Observons  que  Ton  a 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

a  =  Y?-*"  -^' 
il  s'ensuit 

u^  =  «^  -4-  «„  Y  =  o. 

Substitution  faite  de  a,  il  y  a  donc  [â  à  éliminer. 
Cela  donne 

_  Y  _  pa-s        ^  _  A^  _  Ë!     • 

puis 


De  même,  comme  l'on  a 
eu  faisant 


"■!  -r-  3  ,3  f/„  =  o. 


a  ^  3  ?Y  -+-  ^^  ' 
d'où 

et  en  éliiiiinaiit  "  de 

y  —  -! ; ,      i  =  [iY  J--  -T-  -  -  U--  —  -r  •^" . 


on  oblifiil  pour  iiilégralc 


32  A 

'4  -J 


2.    Pour  le  problème  i/nerse.  —  Soll 


il  s  ensuit 


d'où 


2Z  —  px  -^  qy  -\-  q^  —o, 


K' 


X 

/ 

q  =  —  -i-  (y  — 

p  =  [  X  —  -iB^f  }x, 

p  ./•  <7  T  -^  </  "^ 

•2  .2 


Bo;'. 


Aa'2  B^S.  C.     0.     F.     T. 


dr  rir 


III. 

f  =  pq—px  —  qy 
riz 


dp        —  dq 


7  —  or        j>  —  >■        v,/>f/  — jix  —  q  y        —  -ip         —  xq        /xf  — 

d'où 

dz               dp          ,             dp         %ip    , 
ri  =  y.,n.      -.  — ^ ,       dz  —  Z  — dp  =  i>, 

'  '  r^i/J^-^Z  '.p  •>/'  ■■>■ 


rix  -r-  X  '—-  —  ^-^-^   =  O.       Z  =  a.>  \/p  -^  -:^  p^, 
•iq  1  ') 


dq         dq 
■iq 

7^0 


I     ;  12 

«3  -+-  ..  q 


%■,  a,/» 


pui^ 


)'  = 


pq  —px~  z       _  p 


V^lP 


-iU  p 


'^W  P 


calculon» 


D'abord 


d'où 


Mais  de 


on  lire 


ou 
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dz  dv 


dz   _  /    a2       ,     2gi/>\   dp 

c>y  _   / 1  a3  a»      \   ()/>  i 

é  ~      3  ^  ^" 


d^  c'y 

d'Xi        ^  dois 


y/a. 


3        2\/aj/)  '  "^ 


/ — -  ' 

\  2P  >         /  oa. 


\2/> 


/>a, 


•2  y/ ai/? 


doi 


Éliminons  a;,  :  on  a 


dz  dy 

q  -f-  —  o. 

doL->        ^  Oy.3 


«3  a,/î 


ip 


^P 


Al/' 

^        3         a,  V  3     /        a,  y/;;  «1  'i 

Le  résultat  de  l'élimination  de  p  est 

[a2(«ir-i-x)î-t-  4  ^1^2-  P  -    fSaji  aij-^  J')-h  2(a,j -4- j-)^^  —  "  a, -^  | 

-.-^  f6ai  a';  — (  a,  )■  ~  tY  -t~  5  a|  •sl'ai.v    •-  J")]  ~-  n. 
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J .    Problème  iiu^erse.   —  Preiiuiis 

X        -if^        ■y."  1        .       a., 

V  =  ^ : —   —^      ou       a.  V  —  vT  —  -  CL,  t^  ~-  —   ^=  o , 

■^  a,  i  ai^  '-^  3     '  r 

1 

ai     ,  2        „        a^ 

i  —  a,  /  —  -j  r*  =^  o,      a,  j  -T-  a.-  —  -  ai  ^2  -I-  -^  =  o. 

Les  équations  du  système  intégral  seront,  avec  celles-là, 


d'où 

ai/;  =  ai  i-,    p  =  f-, 

puis 

/  4  ,\    ^^  /'  4  ,   \     ^^/ 

/'►    _    y  3  /  t)ai  _  V  3  /  t>^^-2 

avec 

■>'-3^--^^i-r'^-7ïj  =  "- 

-       Utl  f    -T-   'Jto 

d'où 

K  K'  '     ^        3  3         ^ 

de  sorte  que 

^  =  a2^  H — rr  ^*î 


r.   0-    l".    T 


àt 

=  ■ 

'H^--3''j 

doci 

i  ai  ^3  ^_  a. 

ôf 

^ 

ÔOL, 

4 

«     /3      i_  « 

<2 

-\ 

A 

"7' 

I 

^i 

t-  — 

Aa,-f 
t 

-  X-, 

TiO 


Sur  la  recherche  des  diviseurs   des   fonctions  entières; 
par  M.  Perotï. 

(Séance  du  21  juillet  18S2.1 

Soil 

/(.r)  =  «0  >^"  -^  «I  ^  "  -  '  -^  •  •  •  -^  «« 

un  polvijôiue  quelconque  à  coefficients  entiers  ;  il  est  toujours 
possible  de  trouver  une  limite  supérieure  de  la  niuvenne  arithmé- 
tique des  modules  des  racines  de  l'équation 

fyx)  =  o. 
Désignons  par  o  cette  limite,  nous  aurons  pour  toute  valeur  de  k 

(I) 


«A 


k\(ii  —  k)\ 


car  on  a  toujours 


'■/  ^\a-M\     I  ^i^J  •  •  •  I  ^■^\  ^      W  H|(/...  I     \ay.,\  ...  \av.A 

Vf  «!  "4/  s\{s  —  n)\ 

r\{n  —  r)\  y  «  ! 

pour  /'  <!  s,  c/, ,  rto,  .  .  .,  <7„  étant  n  quantités  quelconques. 

Les  coefficients  des  diviseurs  de  /'(a*)  devront  nécessairement 
vérifier  l'inégalité  (i)  et,  par  conséquent,  il  suffit  d'essayer  la 
<livislon  par  un  nombre  fini  de  polvnômes  pour  obtenir  la  décom- 
position de  /'(^)  en  ses  facteurs  premiers. 

On  pourra  réduire  le  nombre  des  tentatives  à  faire  par  les  con- 
sidérations suivantes  : 

Soient 

f^(x)  =  <:>o^"~'"-i-Ci-2'"""'~'---  ■ . 

deii\  ])()l\nomos  dont  Ir-  prixhiil  est  «'gai  à  /{■c):,  nous  savons  d"a- 
bord  que  ^0  ^^  f'o  doivent  être  deux  diviseurs  complémentaires  de 
(ig.  Le  choix  de  ces  (]eu\  diviseui-s  une  fois  fixé,  on  obtient  h's 
coefficients  A,  d  r,  j»;ir  I  ('•(piiilif)n  suivante  : 

bnCi  -r-  6,  Co=  «'1. 
Cetle  équation    donnera    les    valeurs  dr    A,  r\  (\r  r,    en    fonction 
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d'un  paramètre  ;,  sauf  le  cas  cV iinpossibiiiLé  qui  nionlrerait  que 
les  coefficients  èo  et  Cq  ont  été  mal  choisis.  Le  paramètre  t  ne  pou- 
vant avoir  qu'un  nombre  fini  de  valeurs,  il  en  sera  de  même  de  6, 
et  de  c, .  Le  choix  de  ces  deux  coefficients  une  fois  fixé,  on  obtien- 
dra les  coefficients  bx  et  f  2  à  l'aide  d'une  nouvelle  équation  indé- 
terminée, et  ainsi  de  suite. 


EXTRAITS   DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  21   AVRIL   1882. 

PRÉSmENCt:    DE    M.    HVLPHEX.      , 

Élections  .'MM.  Poincaré  et  Brésard,  présentés  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  Halphen  et  Stephanos;  MM.  L.  Rronecker  et 
Genocchi  présentés  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et 
Picquet,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

^L  G.  Tarry  :  Théorèmes  divers  sur  les  centres  de  gravité.  — 

M.  Stephanos  donne  à  cette  occasion  un  théorème /S  f/r  les  figures 
homograph  iques. 

M.  Lebon  :  Extension  de  la  construction  donnée  par  M.  Rou- 
chépour  l'intersection  d'un  hvperboloïde  de  révolution  et  d' une 
droite  au  cas  d' une  surf  ace  de  révolution  quelconque  du  second 
degré,  sauf  le  paraboloïde. 

M.  Stephanos  :  Sur  un  rapprochement  entre  la  Trigonomé- 
trie sphérique  et  la  théorie  de  trois  formes  binaires  simul- 
tanées. 


SÉANCE  DU  o  MAI   1882. 

PRÉSIDKXrK    I»l-:    M.    IIVI.PHKX. 

M.  L.  Hugo  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  un  dodécaèdre 
en  bronze  trouvé  en  Suisse. 

M.  Laisant  présente  une  Note  manuscrile  de  M.  Lar|uièrc.  inli- 
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tulée  :  Sur  le  théorème  de  M.  Lainant  relatif  à  certaines  pro- 
priétés des  centres  de  gravité. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  le  calcul  haryccntrique  de  Mobius. 

M.  Halphen  :  Sur  une  classe  d'intégrales  pseudo-elliptiques. 

M.  Weill  :  Sur  trois  coniques  avant  quatre  points  communs. 


SÉANCE    DU    19    :\1AI    1«82. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    HALPlli: X. 

Élections  :  M.  Habicli,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Perrin  et  Picquet;  MM.  N.  Zaboiidsky  et  D.  Selivanoff, 
présentés  par  MM.  Halphen  et  Darboux;  M.  Ch.  Henry,  présenté 
par  MM.  Laisant  et  Lucas,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  le  mouvement  d'un  solide  qui  n'est  soumis  à 
aucune  force. 

M.  Selivanolï'  :  Sur  les  intégrales  définies  uniformément 
convergentes. 

M.  Stephanos  :  Sur  certains  déterminants  fonctionnels. 

M.  Perrin  :  Sur  une  méthode  de  résolution  pour  l'équation 
du  quatrième  degré. 


SÉANCE    DU    2    JUIN     1882. 

PRÉSIDENCE    DE   .M.    IIALI'IIKN. 

Élections  :  MM.  Wilson,  Cheysson  et  Bèrc,  présentés  dans  la 
dernière  séance  par  MM.  Laisant  cl  Dreyfus;  !\L  Zelier,  présenté 
par  \\\\.  lialpben  et  Piccpict,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Leljoii  :  Sur  V intersection  <lc  deux  surfaces  du  second 
degré. 

AL  Sfli\;ni<in  Suc  1rs  i nlé<^i  nies  un i jonncnicnl  cniivcr- 
^cntes. 
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M.  Stephanos  :  Sur  une  généralisation  du  rapport  anhar- 
ntonicjue. 

M.  Halphen  :  Sur  le  Mémoire  de  liiemann  qui  traite  de  la 
totalité  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite  donnée. 


SEANCE    DU     16    JUIN     188^2. 


PRESIDENCE   DE   M.    HALPHEN. 


L'Académie  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples 
envoie  la  collection  de  ses  Rendiconti,  en  échange  de  celle  du 
Bulletin  de  la  Société. 

M.  Lucas  analyse  un  Mémoire  manuscrit  de  M.  Pellet  Sur  les 
résidus  cubiques  et  biquadratiques  suivant  un  module  premier. 

M.  Gascheau  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  :  Etude 
sur  un  cas  singulier  du  mouvement  d' un  point  matériel. 

Communications  : 

AL  Halphen  :  Sur  les  sextiques  à  neuf  points  doubles. 

M.  Stephanos  :   Sur  les  éléments  imaginaires  en  Géométrie. 

M.  Lucas  :  Sur  les  carrés  diaboliques. 

M.  Lucas  est  délégué  pour  représenter  la  Société  au  Congrès  de 
l'Association  française  pour  ravancement  des  Sciences  à  la 
Rochelle. 


SÉANCE    nu    7    JUTI,LET    18S2 


PRESIDENCE    DE    M.    ANDRE. 


Élections  :  M.  Léon  Lévy,  présenté  dans  la  dernière  séance 
par  MM.'Aron  et  Halphen,  est  élu  memhre  de  la  Société. 

M.  Schlegel  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  quelques 
théorèmes  de^Géométrie  à  n  dimensions. 
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SÉANCE    DU    21    JUILLET    1882. 

PRÉSIDE^'CE   DE   SI.    ANDRÉ- 

Élections  :  M'""  Sophie  de  Kovalewski,  présentée  à  la  dernière 
séance  par  MM.  Stephanos  et  Picquet;  M.  Aubert,  présenté  par 
MM.  André  et  Lucas,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

M.  Perott  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  la  recherche  des 
diviseurs  des  fonctions  entières. 

M.  Lemonnier  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  la  recherche 
d'une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  sur  le  problème  inverse. 
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OUVRAGES    ET    MK.MOIRES     RKÇUS     DEPUIS     LE    7    AVRIL     l88i. 

Tarry  (G.)  ;  Relation  générale  entre  sept  points  d'une  conique. 
Conique  d'homologie.  Propriétés  communes  à  trois  figures 
homographiq ues.  (Exlrail  des  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sctences.) 

Giinther  :  Operati^e  Arithmetik  und  Géométrie  der  Gittersys- 
/eme.  (Extrait  àesZeitschrift  filr  math,  und  naturw.  Unterr.) 
Pamietnik  Akademii  umiejetnosci  w  Krakowie.  Wydzial 
matematyczno-przyrodniczy.  Tom  szosty.  W  Krakovvie,  1881 . 

Giinther  :  Comptes  rendus  des  Ouvrages  suivants  : 

Cantor  (M.)  :  Vorlesungen  iïber  Geschichte  der  MathcmatiU. 
Leipzig,  1880. 

Henry  (Ch.)  :  Galilée,  l'orrirelli ,  Cavalirri.  Cnsfrlli.  Rome, 
1880. 

(lunlhcr  :  Itir platonischr  Zulil. 

Rappoil   do   l:i   Cdinmlssioii    parh'mpnlaire  chargée  d'examiner   la 


(')  Ce  Bulletin  ne  comprend  pas  les  pf'rindiqiips  que  la  Sori^té  reçoit  en  échange 
de  ses  publications  (voir  page  10). 
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proposition  de  .MAI.  Laisaat,  P.  Bert  et  Hervé -Mangoii.  relative 

aux  OEuvres  de  Fermât. 
Gaspard  Monge  :   Traitî:  élémentaire  de  Statique  (seconde  édi- 
tion, an  III).  Exemplaire  offert  par  M.  L.  Hugo. 
Sclnvedoff  (Th.)  :    Configurations    de   la    grande    comète   de 

1SS2, prédites  d'après  la  théorie  des  ondes  cosmiques.  Odessa, 

1882. 
Catalan  :  Sur  les  fonctions  X,,   de  Legendre  [second  Mémoire, 

e\iraïl  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des 

Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique). 
Stephanos    :    Sur  quelques  propriétés    du    système    de    trois 

figures  égales  situées  dans  un  même  plan.  (Extrait  du  Bul- 
letin de  la  Société  philomathique.) 
Schwedoff  (Th.)  :  Sur  l'origine  de  la  grêle.  Odessa,  1882. 
Kœnigs  :  Sur  les  propriétés  infinitésimales   de  l'espace  réglé. 

(Thèses  présentées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  1882.) 
Catalan  :  Problèmes  et  théorèmes  d'Arithmétique.  (Extrait  des 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège.) 
Zeuthen  :    Grundriss    einer    elementar-geometrischen  Kegel- 

schnittslehre.  Leipzig,   1882. 
Brill    :    Ueber    biniire    Formen  und  die    Gleichung    sechsten 

Grades.  (Extrait  des  Mathematische  Annalen.) 
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ERRATA     DV     TOME    X. 

Page  20,  Tableau  des  prix  des  tirages  à  part,  dernière  ligne  :  au  lieu  de  34,75: 
lisez  36,-5. 

Page  86,  dernière  formule,  au  lieu  de    /      e'*^^  '"  d'k,  lisez    /       

t'o  -  0 

Page  i4o,  ligne  27,  au  lieu  de  C,  lisez  C. 

Page  190,  ligne  23,  au  lieu  de  parallélépipède,  lisez  parai lélipipède. 

Page  220,  ligne   20,   colonne  de   droite,  au   lieu  de -p— -r  (m -i- i)  (»i-  —  i;,   lisez 

7^{»i  -^  3)(m'—  i). 

Page  222,  ligne  20,  après  CB  =  3BA,  ajoutez  on  trouve  que. 
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ACUtlRD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue 
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(;RETI\,  professeur  au  lycét;  Saint-Louis,   rue  de  Renneg,   107,  à  Paris. 

DARROliX,  professeur  i»  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  ii  Paris. 

DWII),  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  jdace  de  l'École  d'Artillerie,  ii  Tou- 
Iduse. 

DEHOUCiES,  «apitaine  d'infanterie,  attaché  ii  l'Etat-inajnr  <ln  Xlinislre  de  la  Guerre,  rue 
i\<:  i'ivruvWi'.  Saint-fieiniain,  1  t'I,  il  Paris. 

KKHXXOY,  sous  inltMidanl  niilllaire,  il  Orléans. 

DliWIl.F,  liciitenaiit-rdlonel,  ciief  du  (ienie,  ii  Montiicilicr. 

hOSTOR,  doclmir  es  sciences,  ruiî  de  Kenncs,  r >  i ,  il  Paris. 

IHIEYHS  (i'eidinand   ,  publicisti',  lue  de  rUniversité,  ■.•'),  ii  Paris. 


Dl'RRAMDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  l'oitieis. 

ESCAltY,  professeur  au  Prytanée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarllie). 

FAItRI*!,  ancien  élève  de  l'iicole  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  2G,  ù  Paris. 

FLOQIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d'Arc,  f),  à  Nancv. 

FliYESAI.\TE-MARlE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Soniuierard,  12,  à  Pans. 

FO.\TES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  a  l'oulouse. 

KOIRET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à  Paris. 

(îARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 
Jouffroy,  39,  à  Paris-Batignolles. 

GASCHEAO.  professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Boulbonne,  5o,  à  Tou- 
louse. 

GAUTIIIER-VILLARS,  éditeur,  quai  desGrands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

GEN'OCCIII,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pu,  38,  à  Turin  (Italie). 

GE\TV,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

GERO.VO,  rue  Halle,  4o  et  4 2,  à  Paris. 

GIKOD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Vaugirard,  23,  à  Paris. 

GOFFART,  boulevard  des  Batignolles,  8'),  à  Paris. 

GO[]R\ERIE  (de  lv),  membre  de  l'Institut,  rue  de  Mailly,  •;,  à  Paris. 

GOl'RSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Kiguepels,  22,  à  Toulouse. 

GRA!M)0!!GE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 

GRl'EY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

Gl'CCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settinio,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

Gl'ELOT,  chef  de  bataillon,  commandant  le  10'  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Saint- 
I)ié  (  Vosges). 

GIMUER  (D''  Sigismond),  député  au  Reichstag  allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 

HAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin,  i,  à  Paris. 

nABICII,  directeur  de  l'École  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 

IIAL1'IIE\,  ié|)éliteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sainte-Anne,  5i,  à  Paris,  S.  P. 

IIAfO.V  DE  LA  GOLPILLIERE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garancière,  8,  a  Paris,  S.  P. 

UATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

I1E\RY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 

IIËVRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorborine,  rue  BerthoUet,  22,  à  Paris. 

lIEliMARY,  chef  d'escadrons  au  l'j^  régiment  d'Artillerie,  ii  Douai  (Nord). 

IIER\HTE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 

HILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  /(,  à  Douai  (Kord). 

IIIRST,  directeur  des  études  de  l'Ecole  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 

HOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 

IIOL'niCA\T,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

HL'GO  (Comte  L.),  traducteur  au  iMinistère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pèi-es, 
i'(,  à  Paris. 

UICO.MOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  11,  à  Paris. 

IIHllîEUT,  ingénieur  des  Mines,  à  Vesoul  (Haute-Saône). 

llfiYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

IMRER,  ré))étiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 

JACQIIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 
Denis  (Réunion). 

JAM\,  capitaine  au  32"  régiment  d'Artillerie,  ii  Orléans. 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Le- 
moinc,  28,  à  Paris. 

JORI)A\,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  '|S, 
à  Paris,  S.  P. 

JOl'FFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

JliVG,  ])rofessour  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 

KA\TOR  (S.),  privat-docent  à  l'Ecole  polytechnique  allemande,  à  Prague. 

kŒ.MGS,  bibliothécaire  à  l'École  iNormale  supérieure,  rue  d'Ulm,  !\b,  à  Paris. 

kOSTEXEC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

kOVALlAVShY  (M""  df,),  rue  des  Feuillantines,  9,  à  Pari^. 


—  s  — 

kRO\Er,kEK  (D'  Léopold).  professeur  à  l'Université,  Kellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 

LACOR,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  libre  des  Sciences,  rue  des  Pyramides,  4>  à  Lille. 

LAFFOX  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 

LAGL'ERRE,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
6i,  à  Paris. 

LAISAIVT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  8^  bis,  à  Paris. 

LAOIIERE,  administrateur  attaché  au  service  central  des  Affaires  indigènes,  à  Alger. 

LAl'TU,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIERE,  élève  externe  à  l'Ecole  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LEAl'TE,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,   \^\,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LEBO\  (Ernest),  professeur  au  lycée  C.liarleniagne,  rue  Monge,  121.  à  Paris. 

LECORXd,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Cacn 
(Calvados). 

LEFEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Tours. 

LEiUOi\E,  ancien  élève  de  l'École  Polyleclinique,  rue  du  Cherche-!\lidi,  55,  à  Paris. 

LE  PAIGË,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  Ji,  à  Liège  (Belgique). 

LE  POXT,  rue  du  Bouloi,  11,   à  Paris. 

LESAGE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Monge,  27,  à  Paris. 

LESPIAILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  g,  à  Paris. 

LE VY  (Lucien),  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Claude-Bernard,  58,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  professeur  h  l'Ecole  Centrale,  boul.  Saint-Germain,  258,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LIGl'lXE,  professeur  à  IL'niversité,  à  Odessa  (Russie). 

L1\DE.>IA\ÎV,  professeur  à  l'Université,  Mottkestrasse,  i3,  à  Fribourg-en-Brisgau  (Alle- 
magne). 

LOXGCHA.MPS  (Gouierre  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 
magne,  rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  PMris. 

LORiiV,  ancien  élève  de  l'ELcole  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  i8<i.  à 
Paris. 

Ll'CAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  3,  à  Paris. 

ItJAdE  DE  LEPIXAV.  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
l'Odéon,  21,  à  Paris. 

MALEVX,  professeur  au  collège  Stanislasyuc  ^otre-l)anle-des-Champs,  11-,  à  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,    11,  à  Paris 

MALMSTÉX,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Sued, 

HIAWIIERI,  professeur  à  l'École  PolytccltiiiquL.      uc  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

AIARSILLY  (  le  général  de),  rue  (^hante-l'inot,  a  Auxerre. 

MATillEl'  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sckonces,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  -îi, 
à  IVancy. 

MITTAG-LEFFLER,  professeur  ii  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

M01;TARI)  ,  examinateur  à  l'École  Polytechnii|uc,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

OCAGVË  (i)'),  clève-ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées,  rue  de  l'Arcade,  38,  à  Paris. 

OnilTMAXN  (IKCarl),  rédacteur  du  Jahrlmch,  Markgrafenstrasse,  78.  à  Berlin. 

OVIDIO  (Enriro  u'),  professeur  h  l'Université,  pia/./.a  Statuto,  17,  à  Turin. 

PAXEK     Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

PAR)IE\TIER  (le  général),  nu-mbre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  (-ir(|ue,  5, 
il  Paris. 

PAURAX,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  •.»'),  à  Paris. 

PATI'RET,  ancien  élève  de  l'Ecole  l'olylecliniquc!,  rue  Jacob,  \\,  à  Paris. 

l'ELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Clermont-Ferrand. 

l'KItClX,  clicf  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'Ecole  spi-cialc  militaire,  à  Saint-Cyr. 

l'KItlilV,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle.,  80,  :i  Paris. 

l'KItOTT  (.los.ph),  à  Port-Navalo.  par  Ar/.on  (Morbihan),  S.  P. 

PIIILIi'i'0\',  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  ii  Paris. 

PI(iAIU)  (  limlle),  professeur  suppléant  a  la  I-'acullé  <les  Sciences,  rue  de  la  .Sur- 
bonne,  •}.,  à  Paris. 
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PICQIIET,  répélileur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 

PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 

POIVCARÉ,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  G6,  à  Paris, 
POkOR\Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
P0LIG\4C  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  4',,  h  Paris,  S.  P. 
POCSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRESLES  (de  ,  sous-intendant  militaire,  rue  de  Bellechasse,  2g,  à  Paris. 
PRICE  (Bartholoméo).  |>iofi'sseur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
PUISEUV,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  81,  à  Paris. 
Pl'TZ(le    général),  commandant  l'École  d'application    de    l'Artillerie  et  du  Génie,  à 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RAD.K',  rue  de  Toui'non,  13,  à  Paris. 
RAXCY  i^de),    directeur  général    de  la   Compagnie  d'assurances  le  Scleil,  rue  de  Châ- 

teaudun,  44,  à  Paris. 
REI\ACB  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4,  ^  Pai'is. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  25, 

à  Versailles. 
RIBAICOI'R,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Boiiches-dn-Rhône). 
KIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,   i,  à  Dijon. 
RODET,  ingénieur  à  la  [Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAND,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  G6,  à  Paris. 
ROIAR'T,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 
ROl'CIIE   (Eugène),  professeur  h  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
ROLSSELIX,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,   124,  à  Paris. 
ROl'X,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  25,  à  Paris. 

SAIM-PALL  (Dlcup  de),  capitaine  au  36°  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bondy,  2'|,  à  Paris. 
SARTIAUX,  ingénieur   des  Ponts  et  Chaussées,  à  la   Compagnie  du    chemin    de   fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCHLEGEL  (D-^  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
SCHOITE,  professeur  h  Groningue  (Hollr;nde). 
SCHl'BERT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SEGl'Y,  rue  Pascal,  ■?.,  à  Paris. 

SEL1VA\0FF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SIMART,   lieutenant  de  vaisseau,   examinateur  d'admission   à  l'École   navale,   rue  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
S1VER1\G   (Jos.),    ingénieur  en  chef  des   travaux  publics,    place  du   Saint-Esprit,    9, 

à  Luxembourg. 
SMITH  (H.-J.-S.),  professeur  à  l'Université,  University  Muséum,  à  Oxford  (Angleterre). 
SOM\E  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STARKOFF  (Alexis),   professeur  à  l'École    de    Commerce,  rue  Forgowaja,  49»  'i  Odessa 

(Russie). 
STEPHAXOS  (D'  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  28,  à  Paris. 
STl'DMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
TAWERY  (Paul),  ingénieur  des  ^Manufactures  de  l'État,  au  Havre,  S.  P. 
TAANERY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  i  |i, 

à  Paris. 
TARRY  ((îaston),  receveur  des  Coiitribiilious  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TdllEBUlilEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 
TERRIER,  professeur  d<^  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Priiice,  i)S,  à  Paris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechni(]ue,  à  Pont-de-Claix  (Isère). 
TISSERAM),  niembie  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur  (Maine-et-Loire). 
VAtQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  u,  à  Paris. 
VANEr.EK,  piofesseur  au  lycée,  ;»  Jici'ii  'Rolièine). 
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\.4ZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  26,  à  Paris. 
VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lnssac,  3o,  à  Paris. 
YIELLAKU,  manufacturier,  aux  (orges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 
VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 
WAI-CkE\AER,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 
WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Rome,  i^,  à  Paris. 
WEÏR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
WEYR  (D"^  Emile),  professeur  k  l'Université,  Marokkanergasse,  1,  à  Vienne  (Autriche). 
WILSO\.  député,  an  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WORMS  DE  ROMILLV,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 
ZABOlDSliY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg. 
ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgroeningen  (Wurtemberg). 
ZEUTIIEÎV,   professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIETAIRES  PERPETUELS. 

liE.XOiST,  docteur  en  droit. 

RISCIIOFFSIIEIM,  banquier. 

BIE.XAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

liORCiURDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

ItROCVRD,  capitaine  du  Génie. 

CUASLES,  membre  de  l'Inslitut  (décédé). 

r,LAlDE-LAFO\TA!\E,  banquier. 

(iAUTlilER-VlLLARS,  éditeur. 

IIAI.I'IIEV,  répétiteur  à  l'École  Polvleciinique. 

IIVTO\  DE  LA  GOIIMLLIÈRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut. 

HIdST,  directeur  des  etn<les  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORDAN,   membre  de   llnslitnt. 

I,A?F0\  DE  LADÉltAT,  amiral  (decétlé). 

.MAWIIEni,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

l'EROrr  (Joseph). 

l'Ol.lGWC  (prince  C.  de). 

TAWERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

Modifications  survenues  depuis  le  1"  janvier  1882. 


URIOT,  cai^itaine  d'infanterie  de  la  Marine. 

LEMOiVMER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

nÉMlSSlONNAHlES. 

AnOliVE,  ingénieur  de  la  Marine. 

ASSELIIV,  élève  externe  à  l'École  des  Mines. 

IIRISSE  (A.),  ingénieur  (art.   'j2  du  règlement  administratif). 

DESQ,  capitaine  d'Arlill(M-ie  (art.  f^^l  du   règlement  administratif). 

kŒIILER,  professeur  (\t'  Mathématiques. 

SIKiVOV,  ch(!l  d'escadrons  d'Artillerie. 

SALTEI,,  niailre  de  confériwues  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'ordeaux  (art.  -il  du 
rèi;li'in('iit  administratif). 

STKI'IIAV,  direcl.'ur  ^[^•  l'Observatoire  de  M.iiseilb-  l'art.  'i2  du  règlement  adminis- 
tratif). 

TIIIQUAN,  ddcleur  es  sciences. 
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NOUVEAUX  mi;mbiu:s. 


AlBEUT,  élève-ingénieur  des  Mines. 

AITOWE,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 
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BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MEMOIRES   ET    COMMUNICATIONS. 


Quelques  questions  de  probabilités  résolues  géométriquement  ; 
par  M.  E.  Lemoiwe. 

(Séance  du  3  nnvemlire  1882.) 

J'ai  donné  à  la  Société  mathématique,  l'année  de  sa  fondation, 
un  petit  prol)lème  de  probabilités  qui  a  eu  ensuite  le  grand  hon- 
neur d'attirer  l'attention  de  plusieurs  mathématiciens.  MM.  Hal- 
phen et  Jordan  en  ont  ici  même,  successivement,  donné  des 
généralisations  ;  divers  géomètres  s'en  sont  occupés  dans  la  Co/- 
respondance  mathématique  de  M.  Catalan,  dans  les  Nouvelles 
Anjiales,  dans  le  Journal  MatJiesis  et  enfin  M.  Lalanne  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences.  C'est  après  la 
lecture  de  ce  dernier  travail  que  j'ai  eu  l'idée  des  développements 
qui  vont  suivre.  L'énoncé  du  pro])lème  primitif  était  celui-ci  : 
On  casse  au  hasard  une  barre  en  trois  morceaux,  quelle  est  la 
probabilité  pour  que  ron  puisse  former  un  triangle  a\-ec  ces 
trois  morceaujr? 

l. 

On  prend  au  hasard  un  pioint  M  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  quelconque  AIîC.  <iuel(e  est  la  priUndulilé  pour  que.  si 
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de  ce  point  on  abaisse  des  pcrpondiculairci  MA,,  IMB,,MC,,  sur 
les  trois  côtés  : 

I"  On  puisse  former  un  triangle  a^ec  MA,,  MB,,  MC,; 
2"  Pour  que  V on  puisse  former  un  triangle  qui  nait  que  des 
angles  aigus? 

Occupons-nous  de  la  première  partie. 

Soient  A',  B',  C  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  sur  les 
trois  côtés,  si  Ton  joint  A'B',  B'C,  C'A',  il  est  facile  de  voir  que, 
pour  tout  point  M  de  l'intérieur  du  triangle  A'B'C,  on  a 

MA,  <  xMB,-^  MC,, 
MBi  <  MA,  +  MC,, 
MC,  <  MA,  +  MB,, 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  former  un  triangle  avec  MA, ,  MB, ,  MC,  ; 
car,  pour  tout  point  M  situé  entre  B'C  et  BC,  on  a 

MA,  <MB, -4-MC,; 
pour  tout  point  M  situé  sur  B'C  et  BC, 

xMA,  =  MB,  =  MC,: 
pour  tout  point  M  situé  entre  B'C  et  A, 

MA,  >MB, -+-MG,; 

de  raênae  pour  les  deux  autres  droites  B'A'  et  A'C,  etc. 
La  probabilité  cherchée  est  donc 

surf.A'B'C 


surf.  ABC    ' 

en  faisant  le  cahuil,  on  trouve 

■iabc 


(«  -+-  h)[a-+-  c)(b  -f-  c) 


Occupons-nous  de  la  deiixirmc  partie  «lu  problème. 

Si  nous  appelons  a,  [i,  y  les  dislances  MA, ,  MB,,  MC,  du  point  M 
aux  trois  côtés,  ces  distances  sont  les  cooi-donnécs  de  M  par  rap- 
port au  triangle  de  référence  ABC. 

( jonsiflérons  la  conifinc  dont  l'i^piiilKni  est 


—  ir;  — 

elle  séparera  les  poinls  du  plan  [)oiir  les(jiicls  on  aura 

de  ceux  pour  lesquels  on  aura 

a^  ^  ?^  <  t- 

On  voit  immédiatement  que  cette  conique  coupe  le  côté  CB  aux 
pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  de  A  etj'  est  tan- 
gente à  ces  bissectrices,  on  voit  de  même  qu'elle  coupe  le  côté  CA 
aux  pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  de  l'angle  B  et 
qu'elle  y  est  tangente  à  ces  bissectrices. 

Enfin  elle  a  pour  centre  le  pôle  de  AB  par  rapport  au  cercle  cir- 
conscrit. 

On  ferait  des  observations  analogues  sur  les  coniques  dont  les 
équations  sont 

(2)  P'-=,^.2^.,2 

et 

(3)  a2  =  |32  +  Y2, 

qui  sont  tangentes  deux  à  deux  aux  points  A',  B',  C  et  tangentes 
en  ces  points  aux  bissectrices  A  V,  BB',  CC.  Pour  tout  point  du 
triangle  curviligne  A'B'C  compris  entre  elles,  le  triangle  formé 
avec  MA,,  MB|,  MC)  n'aura  que  des  angles  aigus.  Appelons  : 

Sa  la  surface  du  segment  compris  entre   la  courbe  7.-:=:  ^S- H-v^ 

et  la  droite  B'C; 
Si  la  surface  du  segment  compris  entre  la  courbe   jj-=:a-4-v- 

et  la  droite  A' C; 
Se  la   surface  du  segment  compris   entre  la   courbe  v2  =  a--f-^- 

et  la  droite  A'B'. 

La  probabilité  cherchée  sera 

snrf.A'B'C— S„  — S/,—  S^ 


surf.  A  BC 

et  la  probal)ilité  pour  que,  si  l'on  a  un  triangle,  ce  triangle  soii  acu- 
tangle est 

S„  -4-  S/,  -4-  S, 
suif.  A' B'C 


-   IG  - 

Supposons  que  ABC  soit  tel  que  l'on  ait 

c'^b  y-  a. 

et  considérons  la  conique  (i)  : 

Elle  sera  une  hyperbole  si  c-<<(/--j-^-  ou  si  ACB  est  aigu; 

Elle  sera  une  parabole  si  c- =  a- -h  l^- ou  si  ACB  est  droit; 

Elle  sera  une  ellipse  si  c-  >>  a-  +  b-  ou  si  x\CB  est  obtus. 
D'api'ès  notre  hypothèse, 

c  ^  b  '^  a, 

les  courbes  (2)  et  (3)  seront  toujours  des  hyperboles;  il  n'y  aura 
donc,  pour  faire  le  calcul,  que  trois  cas  à  examiner  : 

ACB  est  aigu,  S„,  S^,  S^.  sont  des  segments  d'hyperbole; 

ACB  est  droit,  S^,  S^  sont  des  segments  d'hyperbole,  S^.  est  un 
segment  de  parabole; 

ACB  est  obtus,  S^,  S/,  sont  des  segments  d'hyjicrbolc,  S^  est  un 
segment  d"elli})se. 

Le  calcul  de  ces  aires,  dans  le  cas  général,  est  très  facile,  mais 
un  peu  long.  S^  par  exemple,  dans  le  cas  de  C<Cgo'\  en  désignant 
pai  S  l'aire  de  ABC,  est 

S.ab 

i  (t  —    r  )i  /)  -      r) 

al, 

■_ '—^    1  \ab({i — T)  —  (•  )J  .r- {a- -^  b-  —  c'-)  —  lab'^x -^  (i-b-\cir: 

l'intégration  effectuée,  on   aura  S/,  et  S„  j)ar  des  pcrrnulalions  de 
lettres,  etc. 

Examinons  sotdrmenl  Ir  ras  particulier  où  ABC  esl  écpiilolérnl  ;  , 
on  a,  (hins  ce  cas, 

MA,  -i-  M  fi,  -4-  MC,  =consi.. 

et    il    esl    facile   de    Noircpif   le>   problèmes  1"   el    u"  re\MMinenl    à 
ceux-ci. 

(hi  iliiiiiir  une  Ixirri'  (fin-  lOii  cassi-  <iii  Inisurtl  en  trois  ni<>r- 
(■(■(III. r  : 
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1"  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  Von  puisse  former  un 
triangle  a^^ec  ces  trois  morceaux? 

C'est  le  problème  priniillf.  La  formule  (A)  donne  bien  {. 

2"  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  Von  puisse  former  un 
triangle  acutangle  avec  ces  trois  morceaux? 


Comme  on  a 
la  probabilité  est 


ba   —  Jf,  —  Î5c 


surf.  A' B' G' —  3Sf 
surt.ABC 


S^.  est  facile  à  calculer  directement;  car,  si  l'on  prend  CB  et  CA 
respectivement  pour  axe  des  ^  et  des  i',  (i)  devient 

xy  —  a(.T  +  j  j  +  --  =  o 
et 

a 

s,=  ^^  '^*--"      '  "'^^ 

d'où 


et  la  probabilité  esl 


lo<i8  —  2  =  0,0794415.  •  . . 


Nous  allons  indiquer  une  autre  méthode  pour  le  problème  i". 
Prenons  trois  axes  reclangulaires  0.r,  Oj,  Ox;  et  construisons 
le  plan  dont  l'équation  est 


ax  -^  fj  y 


a.  6,  c,  S  étant  les  côtés  et  la  surface  du  triangle  ABC.  Ce  plan 
coupe  les  trois  axes  respectivement  aux  points  A",  B",  C".  Les  coor- 
données d'un  point  de  l'intérieur  du  triangle  A"B"C"  représejitenl 
les  distances  d'un  point  de  l'intérieur  du  ti'iangle  ABC  aux  trois 
côtés  de  ce  triangle,  et  à  chaque  point  de  A'IV'C"  ne  correspond 
qu  nu  point  de   MU  ,  et  réfiprotpicnieii t . 
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Cela  posé,  considérons  les  trois  plans 

y^z=x, 

qui  passent  parles  bissectrices  des  angles  des  axes;  soient  A',,  B', ,  C, 
les  points  où  les  bissectrices  de  -0;^',  xOz,yOx  coupent  B"C", 
A"C",  B"A". 

Il  est  facile  de  voir  que.  pour  tout  point  situé  dans  l'intérieur 
du  Irièdre  OA',  B',  C, ,  on  a 

X-\-Y  <  Z, 

z-hx<y, 
y  ^  z  <x. 

Par  suite,  pour  tout  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle  A',  B',  C, , 
on  pourra  faire  un  triangle  avec  les  coordonnées  de  ce  point. 

La  prohahilitc  cherchée  cVcnoir  un  triangle  avec  les  trois 
distances  MA,,  MB,,  MC,  est  donc 

surface  du  trianjïle  A',  B',  C, 
surface  du  triangle  A"B"G" 

Si  l'on  remarque  maintenant  que,  pour  tous  les  points  intérieurs 
au  cône  de  révolution  :;- =:.r- 4- »-,  on  a 

-2  ~^,  -r-  -!—  v2 

pour  tous  ceux  mléru'urs  au  cône  r-  =  .r-H- c-,  on  a 

y2  y,  .^.2  _^    -2; 

pour  tous  ri'ux  iiilé'ruMirs  au  cùne  .r- =  )- -(-2-,  on  a 

X-  j^  y     h  z-, 

que  ces  trois  cônes  sont  tangents  entre  eux,  deux  à  deux,  le  long 
des  arêtes  OA, ,  OB',,  OC',,  on  voit  qu'ils  coupent  le  plan  A"B"C", 
suivant  trois  coniques  tangentes,  deux  à  deux,  on  A', ,  B, ,  C,  et 
que,  pour  tout  [)oint  sitn('-;i  linh-ricm-  du  liian^^le  curvilifinc  \',  IV,  (V, 
formé'  par  ces   trois  coiiHpK^s,  on  a 


J'- 

-f- 

'*'  "  1 

.r» 

-U 

-^ 

:/■■: 

1  ■-', 

r  c>it-à-(lire  que  le  tnan;;!»'  (orriK-  a\cc  ./-.}.  z  sera  a(iitaMj:li\ 
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La  proljabillté  d'avoir  un  triangle  acutangle  avec  les  trois  dis- 
tances MA, ,  MB, ,  MC,   est  donc 

surface  du  triangle  curviligne  A',  Bj  C'j 
surface  du  triangle  A"B"G" 

Au  cours  de  cette  étude,  j'ai  remarqué  le  théorème  suivant, 
facile  à  démontrer  : 

Théorème.  —  Dans  tout  triangle  ABC,  les  quatre  bissectrices 
de  deux  angles  A  et  B,  par  exemple,  sont  tangentes  à  la  pa- 
rabole qui  a  ABpour  directrice  et  Qi  pour  foyer  ;  les  points  de 
contact  sont  sur  la  perpendiculaire  menée  en  G  au  côté  qui 
joint  ce  pjoint  et  le  sommet  d'oii  part  la  bissectrice  sur  lacjuelle 
on  cherche  le  point  de  contact. 

Remarquons  que  les  considérations  qui  précèdent  peuvent  con- 
stituer une  méthode  assez  générale  et  qu'on  pourrait  traiter  d'une 
façon  analogue  la  question  suivante  : 


II. 

On  a  trois  quantités  liées  par  la  relation  'f(x,j',z)  =  o, 
quelle  est  la  probabilité  que,  en  prenant  au  hasard  les  quanti- 
tés x,y,  z,  on  ait  en  même  temps 

'!'2(^,7, -)>o, 

En  effet,  soit  A  l'aire  de  la  surface  cp(^,j-,  jz)  =  o,  ou  de  la  por- 
tion de  cette  surface  qui  convient,  dans  tous  les  cas  possibles  com- 
patibles avec  l'énoncé  du  problème  particulier  que  l'on  considère; 
soit  B  l'aire  de  la  portion  de  surface  qu'interceptent  sur  '-3(.r,  r,  c)  =  o 
les  trois  surfaces  i!;,=o,  ^J;o  =  o,  'J;3  =  o,  ou  la  portion  do  cette 
aire  qui  convient  à  tous  les  cas  favorables. 

A 
La  probabilité  cherchée  sera  ^- 
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III. 


Un  ti-iangle  ABC  a  pour  périmètre  ip\  déterminer  ses 
cotés  de  façon  que  la  probabilité  que  l'on  puisse  former  un 
triangle  avec  les  distances  à  ses  trois  côtés  d'un  point  de  son 
intérieur  pris  au  hasard  soit  la  plus  grande  possible. 

Nous  savons  \_[voir  I,  formule  (A)]  que  cette  probabilité  est 

labc 

{a  —  b){a-i-c){b-+-c) 

Supposons  que  a  soit  la  valenr  cherchée,  du  côté  BC,  dans  le 
cas  du  maximum  ;  on  aura 

6  -i-  c  =  2/)  —  a, 
d'où 

c  =  2/>  —  a  —  b; 

il  faut  déterminer  b  par  la  condition  que 

2  ai(  9.p  —  a  —  b) 


(  a  -i-  b){-ip  —  \){-i.p  —  OL) 

soit  maximum  ou 

i  ( 2/>  —  a  —  b) 
9.pciL-{-  b{9.p  —  a  —  b) 

en  ne  nous  occupant  pas  du  facteur  constant 

^         '  ip  —  a 

b  et  'xp —  a —  b  sont  toujours  positifs,  ainsi  que  2/?a;  posons 

donc 

b{>.p  —  a  —  6  )  =  \ , 

i.p  a  =;  K-  ; 
il  faudra  trouver  le  n)axiinuin  de 


X  ...  K2 

K2  -4-  \  (  K2  -H  X  f 


est  toujours  positive;  hi  (oiiclioii  crull  donc  avec  X  el  il  sullit  de 
trouver  le  ni;i\iinuni   <lc  \  ou  de 

In  •>  p  —  'y  —  t>  ), 
(pii  a  lieu  cpiand 

b—  ■/ p  —  a  —  h      (Ml      // 
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et,  par  suile, 


c  =  6 


ip  —  a 


Si  l'on  avait  considéré  la  valeur  ^i  du  côté  AC,  dans  le  cas  du 
maximum,  on  trouverait  de  même  qu'il  faut  que  BC  =  AB,  ce  qui 
implique  AB  =  AG  =  BG,  c'est-à-dire  que  le  triangle  ABG  doit 
être  équilatéral.  Gomme  la  probabilité  est  alors  {,  on  peut  remar- 
quer que  l'on  a  ainsi  une  démonstration  de  l'inégalité 

%abc  <i_{a  -\-  b){b  -^  c){a  -^  c). 

IV. 

Étant  donnée  une  barre  BS  de  longueur  L,  on  la  coupe  au 

hasard  en  trois  morceaux  x,y^  z;  quelle  est  la  probabilité  pour 

que  l'on  ait 

ax  -^  by  -\-  cz  <i  M"^; 

or,  6,  c,  M  étant  des  quantités  positives  données? 

X  est  le  morceau  contenant  le  point  R  et  :;  le  morceau  conte- 
nant le  point  S. 

Sur  trois  axes  rectangulaires  O,/',  Oj',  O^  prenons 

0A'=  —, 
a 

b 

M  2 

0C'=  —  , 
c 

et  considérons  le  plan  A'B'G'  dont  l'équalion  est 

ax  -\-by  -\-  cz  =  W-  ; 
prenons  ensuite 

et  considérons  le  plan  aj^y  dont  l'équation  est 

X  -^  y  -^  z=^\^\ 
pour  tout  point  du  plan  aj^y  à  l'intérieur  du  triangle  a^v,  on  a 

X   -j-J  +3  =  1., 


et  les  coordonnées  de  ce  point  donnent  d'une  seule  façon  tous  les 
cas  possibles  de  division  de  RS.  Pour  tous  les  points  de  l'espace 
situés  du  même  côté  du  plan  k'B'C  que  O,  on  a 

ax  -+-  by  -^  cz  —  M^  <  o  ; 

pour  tous  les  points  situés  de  l'autre  côté,  on  a 

ax  -(-  by  -^  cz  —  M-  >  o. 

La  probabilité  P  cherchée  est  donc  le  rapport  de  la  partie  de 
l'aire  de  a^y  située  au-dessous  de  A'B'C  à  l'aire  de  aj^y. 

Nous  n'avons  maintenant  qu'à  examiner  les  huit  cas  suivants  : 

/L>OA',  1L>0A',          /L>OA',          /  L  >  OA', 

(i)  |l>OB',  (3)|  L<0B',  (5)     L>OB',   (;)     L  <  OB', 

|l>OC';  (l<OC';         (l<OC';          (l>OG'; 

/  L  <  OA',  (  L  <  OA',          j  L  <  OA',          (  L  <  OA', 

(2)Jl<0B',  (4)     L>0B',  (6)Jl<0B',  (18)Jl>0B', 

(l<OG';  (l>OC';          (L>0C';          (  L  <  OC. 

Pour  le  premier  cas,  on  a  P=o,  puisque  le  triangle  a^v  est  entiè- 
rement au-dessus  de  A'B'C;  pour  le  deuxième  cas,  on  a  P=i, 
puisque  le  triangle  aj^y  est  entièrement  au-dessous  de  A'B'C; 
pour  le  troisième  cas,  ay  coupe  CA'  en  N,  a^  coupe  A'B'  en  M  :  la 

probabilité  est 

surface  de  NM^i",' 
surface  de  aSy 

ou,  par  un  calcul  facile  :  jiour  (3), 


\M,c  —  a){b  —  a) 


Pour  les  cas  (G)  et  (8)  dans  lesquels,  comme  dans  le  cas  (3),  deux 
des  longueurs  OA',  OB',  OC  sont  plus  grandes  que  L,  ou  Irouve- 
rait  :  pour  (6), 

(M2  —  cL)2 


et  pour  (8), 


P  =  1  — 


I'  =  i  — 


\Ma  —  c){b  —  c) 


L2{rt  —  0){c  —  b) 
r.onsidérons  le  (-38(4)  f»ii  deux  dos  longueurs  (  )  \'.  (  )H'.  (  )(  "/  ^onl 
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plus  petites  que  L;  on  aurait  facilement  pour  ce  cas 

L2(c  —  a)(b  —  a)' 
Dans  les  cas  (5)  et  (^),  on  aurait,  par  suite  :  pour  le  premier, 


et  pour  le  second, 


L2(a  — c)(6  — c)' 


L2(a  — 6)(c  — 6)' 


V. 

On  jette  dans  l'intérieur  d'un  triangle  équilatéral  ABC  un 
point  M  /?/7'5  «M  hasard  :  quelle  est  la  probabilité  que  le 
triangle  formé  avec  les  droites  AM,  BM,  CM  soit  acutangle? 

Soit  a  la  longueur  du  côté  du  triangle. 

1°  On  pourra  toujours  former  un  triangle  avec  AM,  BM,  CM  si 
M  est  dans  l'intérieur  du  triangle  ;  car,  si  l'on  circonscrit  une  cir- 
conférence à  ABC,  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence aux  trois  sommets  sont  telles  que  l'une  d'elles  est  la 
somme  des  deux  autres  et,  pour  tout  point  intérieur  à  cette  circon- 
férence, une  quelconque  de  ces  distances  est  plus  petite  que  la 
somme  des  deux  autres,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  construire  un 
triangle  avec  elles. 

2°  Le  lieu  des  points,  tels  que 

cm'^âb  +  îwbJ 

est  une  circonférence  de  rayon  a,  qui  passe  en  A  et  en  B,  et  y  est 
tangente  aux  bissectrices  des  angles  A  et  B;  en  prenant  les  lieux 
analogues,  tels  que 


BM  =  AM-^C.\1     et     AAl  =  BM -r- CM, 

on  aura  trois  circonférences  tangentes  deux  à  deux  en  A,B,  C  et 
tangentes  en  ces  points  aux  bissectrices  ;  elles  laisseront  entre 
elles  un  espace  formant  un  triangle  cui^viligne  de  surlace  S',  tel 
que,  si  M  est  dans  l'intérieur  de  ce  triangle  curviligne,  le  triangle 


formé  avec  les  lignes  AM,  BM,  CM  n'aura  que  des  angles  aigus  si 
M  est  en  deiiors  de  ce  triangle  curviligne;  le  triangle  formé  avec 

AM,  BM,CM  sera  obtusangle. 

S'  . 

La  probabilité  cherchée  est  donc  -;^-»  mais  on  voit  facilement  que 

S'  =  «2  ('  v/3  —  -  )  , 
d'où 

P=  -^  =  -i-^— ^ =1-^-   =0,37.8.... 

v^3  v/:i  /3 

4 

On  résoudrait  par  des  méthodes  aussi  simples  une  série  de  ques- 
tions comme  celles-ci  : 

On  casse  une  barre  RS  de  longueur  L  en  trois  morceaux 
x\contenantVC)^  y  et  z{conlenant  S),  quelle  est  la  probabilité 
pour  que  a,  6,  c,  M  étant  des  quantités  données,  on  ait 

ax"^  -\-  hy-  -}-  cz-  <  M'',     cas  de     a  =  b  ^:  c. 

On  prend  au  hasard  un  point  M  sur  une  sphère  rapportée  à 
trois  axes  rectangulaires  passant  par  son  centre,  quelle  est  la 
probabilité  que  les  trois  coordonnées  de  ce  point  puissent  for- 
mer : 

1°  Un  triangle; 

3"  Un  triangle  acutangle. 

On  prend  au  hasard  un  point  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ; 
par  ce  point,  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  parallèles 
limitées  aux  côtés  du  triangle.  Soit  x,  y,  z  les  longueurs  de  ces 
parallèles,  quelle  est  la  probabilité  : 

i"  Que  X, y,  z  puissent  former  un  triangle; 

2"  Que  X,  y,  z  puissent  former  un  triangle  acutangle  ; 

3"  Que  Von  ait 

mx  -^  ny  -\-  pz  <  T-, 

/;?,  //,/>,  T  étant  des  fjiiantilés  données. 

On  coupe  au  hasard  en  deux  morceaux  \\T,TS>.,  que j'ap- 
palhi  .X  et  /• ,  une  barn'  BS;  puis   en  deux    ///o/rrc///,r  TV  ,  \  S, 
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que  j^ appelle  y  et  z,  le  morceau  TS  =  /.;  quelle  est  la  proba- 
bilité : 

i"  Que  l'on  paisse  former  un  triangle  a^'ec  x^y'y  z  ; 

2"  Que  l'on  puisse  former  un  triangle  acutangle  avec  x,y,  z  ; 

3"  Que  l'on  ait 

ax  -r-  by  -^  cz   -:i  .M-, 

rt,  b^  c,  M  étant  des  quantités  données,  etc.? 

Je  su[)pose  qu'en  employant  les  conventions  de  la  Géométrie  à 
n  dimensions,  on  étendrait  celte  méthode  à  un  nombre  de  variables 
autre  que  2  et  3. 


Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  des  intégrales  abé- 
liennes  et,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes  du  second 
genre;  par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  17  novembre  1882.) 
1.   Etant  donnée  une  relation  algébrique  du  genre/? 

considérons  une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  corres- 
pondante 

on  sait  que  cette  intégrale  a  en  général  ip  périodes,  mais  il  peut  y 
avoir  une  réduction  et  le  nombre  des  périodes  peut  notamment  se 
réduire  à  deux.  On  voit  immédiatement  dans  ce  cas  que  Téquation 


/ 


définit  une  fonction  x  de  ^,  qui  est  racine  d'une  équation  algé- 
brique dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  double- 
ment périodiques  de  z.  Soient  en  effet  oj  et  co'  les  périodes  de  l'inté- 
grale, et  désignons  par  X(^)  une  fonction  doublement  périodique 
aux  mêmes  périodes;  on  aura 

V-  (■'■0. loi     'y  / 
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/.(>■,>■)  pj^ 
or,  pour  une  valeur  donnée  à  ^  et  y,  l'intégrale    /  y-,     n'a 

qu'une  valeur,  abstraction  faite  des  multiples  de  wetto';  on  en  dé- 
duit de  suite  que  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  r  :  donc 

P  étant  rationnel,  et  par  conséquente,  est  bien  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  uniformes  doublement  périodiques. 
Supposons  maintenant,  d'une  manière  plus  générale,  que,  parmi 
les  intégrales  abéliennes  relatives  à  l'équation  donnée,  il  y  en 
ait  q 


r''V,{œ,y]dx  r^  ¥.{x,y)dx        __^  r^F^(.r,  r' 


ayant  seulement  2q  périodes  distinctes,  et  cela,  de  telle  manière 
que 


ihu 

0,2,   . 

-,      ^2,27) 

^hi, 

i\,,   . 

.,      "2,2,, 

iiy.l, 

Qg2,      . 

•  •  )      ^-7,27' 

désignant  ces  2q  systèmes  de  périodes  correspondantes,  tout  autre 
système  de  périodes  correspondantes  soit  de  la  forme 


où  /??!,  /»o,.  .  .,  nU(j  sont,  bien  entendu,  des  entiers.  Considérons 
alors  les  équations 

r'"-*'''F2rfx        /•'•^•'••'■''For/^  /'"•'-'■v'Fîrf^ 

•^c-,.  .>•„)       ^  y        •  'v„,  v„i        -f  y  '  (-r,,,  .>•„)       •'  y 

/-'•^■"•^■''F^f/^      r "■■■■''■  V,,dx  f''-^'/'   F,,f/^ 


où  les  //  snnl  des  conslanlos. 
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On  sait  que,  dans  le  cas  d'un  système  aljélien,  c'est-à-dire  quanrl 
cj  =Pi  toute  fonction  symétrique  de  ^i ,  x-^, .  .  . ,  Xq  est  une  fonc- 
tion uniforme  de  ?^),  u^,  .  .  .,  iiq.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  q 
est  différent  de  p,  mais  nous  allons  voir  que  x, ,  ^o, .  .  . ,  Xq  sont 
encore  racines  d'équations  algébriques  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  uniformes  de  m,,  u<i,...^  Uq  d^sec  iq  systèmes  de  pé- 
riodes; déplus,  ces  fonctions  périodiques  pourront  s'exprimer  à 
l'aide  des  fonctions  6  de  ^  variables  indépendantes. 

2.   Rappelons  tout  d'abord  que,  entre  les  périodes  des  deux  in- 
tégrales quelconques  de  première  espèce  ii  et  r,  correspondant  à 
une  même  relation /(^,  j')  =  o  de  genre/?,  périodes  que  nous 
désignerons  par 


-'/" 


eu,,     C02,     .  . 
El,    £2,      .  .  .,     -ip. 

il  existe  une  relation  de  la  forme 

i  =  2  p  k  =  1p 
1  =  1      Â  = 1 

les  c  représentent  des  entiers  et  l'on  a  de  plus 

Cki  =  —  Cik     et     Cii  =  o 

(voir,  par  exemple,  Briot,  Théorie  des  fondions  abéliennes, 
p.  53). 

On  sait  de  plus  que  le  déterminant  [  c,a  |,  qui  est  manifestement 
un  déterminant  gauche,  est  égal  à  l'unité. 

Supposons  maintenant  que  u  et  v  désignent  deux  des  q  inté- 
grales admettant  seulement  iq  systèmes  de  périodes  :  on  peut  ex- 
primer toutes  les  périodes  to  par  des  expressions  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  de  ces  2^  périodes;  désignons  ces  dernières,  afin  de 
ne  pas  multiplier  les  notations,  par  les  mêmes  lettres  to,  aucune 
confusion  n'étant  possible, 

et  l'on  a  de  même,  pour  la  seconde  intégrale,  les  périodes 

£,,     £0,     ..  .,     £2,/. 

Entre  les  to  et  les  t  exislera  une  relation,  et  il  est  clair  que  cette 
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relation  aura  la  même  forme  que  plus  haut  :  ce  sera 

i  =  2^  A:  =  2^ 
i  =  l      /:  =  1 


et  1  on  aura 


Cki  =  —  Cjk    et     Cii  —  o; 


seulement  le  déterminant  gauche  |c/y;  [  ne  sera  plus  nécessairement 


égal  à  l'unité. 


Désignons  sa  valeur  par  n-  (le  déterminant  étant,  comme  on 
sait,  un  carré  parfait). 
On  a  donc 


A  =  n2  = 


C  Ci2   Ci3   ...   Ci_.>^ 

Cji    O    C23   ...   Cj  27 
C3I   C32    O    ...   C3,27 

C-2pi O 

Considérons  les  termes  de  la  première  ligne  ;  soit  a,  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

Nous  poserons  oj'^  =  aj  ^si^  et  en  même  temps  t\  =  a,  £|,  les  autres 
périodes  restant  les  mêmes;  la  relation  entre  les  nouvelles  périodes 
aura  toujours  des  coefficients  entiers  et  le  déterminant  des  coeffi- 

cients  Al   aura  pour  valeur  —  et  dans  A,  les  éléments  de  la  pre- 

mière  ligne  et  de  la  première  colonne  seront  premiers  entre  eux. 
On  peut  donc,  par  une  transformation  du  premier  ordi-e  effectuée 
sur  les  périodes 

m\,     OJ2,     CO3,      .  .  .,     (U2y, 
^l  )      ^2)      ^3>       •  •  •  )      ^2'/» 

amener  le  tableau  des  coefficients  dans  la  relation  cuire  les  pé- 
riodes à  avoir  la  forme 


(3) 


0 

I 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

r/,2 

d, 

0 

0 

fll\ 

(1 

,1, 

o      o      r/. 


7,21 


r/,,27- 
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On  le  montrera  en  suivant  la  même  voie  que  M.  Briot  (  Théorie 
des  foîictions  abéliennes,  p.  5(3)  :  la  valeur  du  déterminant  ne 
change  pas  par  une  transformation  du  premier  ordre  sur  les  pé- 

riodes  :  sa  valeur  est  donc  encore  — , .  En  définitive,  c'est  par  une 

transformation  d'ordre  a,  effectuée  sur  les  périodes  primitives  wets, 
c'est-à-dire  en  remplaçant  les  iii  par 

12,     =  (l-îl  tOi  -f-  «22   W2  -h  ...-+-  «2  27  ^'^275 


ili^  =  a 


ql(Jil-\-  «^2^2- 


(Xq  iij^iq, 


les  a  étant  des  entiers  convenables  dont  le  déterminant  est  égal 
à  a,,  que  nous  amenons  la  relation  entre  les  périodes  à  avoir  la 
forme 

t  =  2(7  —  2    A  =  2(7  —  2 


îlCo 


■  ^'-  *"'  "^        ^  ^        ^'''  ^'^-  ^''^^  ~  ^' 


On  continuera  ce  raisonnement  de  proche  en  proche  et  l'on  éta- 
blira delà  sorte  que,  par  une  série  de  transformations  successives 
d'ordre  a,,  7-2, ...,  a^,  le  déterminant  des  coefficients  peut  être 
ramené  à  la  forme  canonique 


0 

I 

0 

0 

0 

—  I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

—  I 

0 

0 
0 

I 

0 

0 

—  I     0 

Par  conséquent,  en  effectuant  sur  les  périodes  primitives  w  et  z 
une  transformation  d'ordre  a, ,  a,, .  .  . ,  a^,  la  l'elation  entre  les  nou- 
velles périodes  0  et  t!^  a  la  forme 


O.i'..,—  Q 


!lO 


1^2 '-^1 


i^Ci 


^'-'S- 


17-1»^ 


27— ^27<^27-l  =  O- 


11  est  facile  d'évaluer  le  produit  a, ,  a^, .  .  . ,  a^.  On  voit,  en  eflet, 
qu'en  effectuant  sur  les  (o  une  translbrnialion  quclcon(|uc,  le  nou- 
veau déterminant  des  lettres  r  est  égal  au  déterminant  priiiiilildivist- 
parle  carré  du  drlcrrniiiant  do  la  transformation.  Or  le  nouvcaii 
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déterminant  est  é^^al  à  l'uni  té.  On  a  donc 


et,  par  suite^  le  degré  de  la  transformation  est  précisément  égal  à  n. 

3.   Ceci  posé,  envisageons  le  nouveau  tableau  de  périodes  que 
nous  désignerons  par 

,  <),,     0,0     ...,     i>,,y, 

\     iU  ,         12.2  ■>  ûoo„, 

(4)  '    ;•'     ;;    ;         ■-'[ 

\  il,,,  iî,,    ....   il,,,, 

où  l'on  a,  entre  les  termes  de  ligne  quelconque  a  et  [3,  la  relation 

^Vt  V-  ^V^Sl -+-•••--  "-».2^"1-7,2V-  ^^«,27^27-1  =  O- 

On  pourra,  d'après  ces  relations,  former  à  l'aide  des  fonctions  (■) 
un  système  de  q  fonctions 

indépendantes  entre  elles  et  admettant  le  système  de  périodes  re- 
présenté par  le  tableau  (4)-   Considérons  maintenant  les  équations 

\  =^'(ïr"'^'-  'If"''^ l/"''4 


(5) 


où  l'on  a  posé 

,  F)  f/.r  F-^dr  ,  F„r/.r 

•  y  '  y  •   y 

Pour  des  valeurs  données  à  j:t,  x-i,  .  . .,  Xq^  les  intégrales  Hgu- 
rant  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  auront  seulement 
un  nombre  limité  de  valeurs,  abslraclimi  liiilc  de  miilli|il(s  des 
périodes  (4)»  On  en  concbit  de  suilc  (|ii('  ces  srcdrids  membres 
sont  des  fondions  algébrique'>  d»'  ./  ,,  ./o, /'//.  «'(  ré-ripiixinc- 
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ïnenlXi,X2,  •••■,Xq  sont  des  fonctions  algébriques  de  F,,  F^,  ...,  F^, 
comme  nous  voulions  TtHablir. 

La  démonstration  précédente  suppose  essentiellement  que  le  dé- 
terminant formé  avec  les  c  n'est  pas  nul.  Nous  allons  montrer 
maintenant  que  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter;  nous  nous 
appuierons  sur  cette  remarque  fondamentale  due  à  Riemann, 
qu'en  posant 

to/=  A,-i-  B,V— I, 

les  (0  représentent  les  2/?  périodes  d'une  intégrale  quelconque  de 
première  espèce. 
La  somnïe 

A  =  1       j  =  1 

est  certainement  différente  de  zéro. 

Ceci  posé,  plaçons-nous  d'abord,  pour  plus  de  clarté,  dans  le  cas 
simple  oîi  l'on  aurait  ^  =  2  ;  on  a  alors  le  système  des  périodes  pour 
les  intégrales  11  et  f, 


et  soit 


0 

^12 

Cl3 

^li 

'"21 

0 

C23 

C,i 

^31 

^32 

0 

f3i 

^il 

C42 

f-,3 

0 

f{/,  =-- 


C/,; 


le  déterminant  des  c. 

D'après  la  remarque  précédemment  faite,  tous  les  c  ne  peuvent 
être  nuls.  Il  peut  arriver  que  tous  les  termes  de  la  première  et  de  la 
troisième  ligne  soient  nuls  ;  alors  la  relation  entre  les  périodes  se 
réduira  à 

OJotOi  —  tOiîo  =  O. 


Si  nous  laissons  ce  cas  de  côté,  nous  pouvons  supposer  que  tous 
les  termes  de  la  première  ligne  ne  sont  pas  nuls.  Alors,  en  répé- 
tant le  raisonnement  faitplus  haut,  par- une  transformation  conve- 


nable  trordie  a,  nous  amènerons  le  déterminant  à  la  forme 

0  I     o     o 

1  o     o     o 

o       o       o       rt 

o    o    a     o 

mais  le  déterminant  étant  nul,  api^ès  comme  avant  celte  transfor- 
mation, a  sera  nécessairement  nul,  et  la  relation  entre  les  périodes 
transformées 

12„  i>2,  O3,  Sii, 

ôi,  62,  i~>ii  C\ 
se  réduit  à 

i>,«C2— ii2<i^i  =  o, 

relation  qui  a  la  même  forme  que  dans  le  cas  considéré  d'abord. 

Si,  au  lieu  de  partir  des  deux  intégrales  u  et  i',  nous  étions  par- 
tis des  deux  intégrales 

U'=Mf/-^Nr,     V'=  ,M'«-^l\'r,     (  MN'— M'X  ?s^  o) 
nous  aurions  eu  le  tableau  des  périodes 

!>;,  i»;.  o;,  ^2;, 


«-^)>      *-'2'      *-'3>      «-4. 


avec  la  relation 


et  1  on  sait  qu  en  posant 

la  somme  A,  B'^  —  A!,B',  n'est  pas  nulle.  Mais  nous  pouvons  évi- 
demment choisir  M  et  N  de  manière  que  Q',  soit  nul  et  par  consé- 
quent A',  et  B, ,  et  alors  Texprcssion  précédente  serait  nidle,  re  qui 
nous  amène  à  une  conlradicti<Mi. 

La  même  démonstration  est  ajjplicablc  diins  le  cas  où  y  est 
quelconque.  I^es  péiiodes  élanl.  pour  le  s\>lrMic  diiiU'gi  ab-s  //,. 
"2 ,  '/y, 

toi,,    ''^l-i-     •  •  -1    «"'l.îv. 

<-J2|,     <"2  2.      •  ■  -,     «02  2,/, 


'•J,/i,     CJ,/, 
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on  établira  que,  si  le  délerminant  des  c  figurant  dans  la  relation 

A  =  1       1  =  1 

est  nul,  on  peut,  par  une  transformation  de  degré  convenable,  rem- 
placer le  système  des  périodes  par  le  suivant  : 

^11?      ^12)       •  •  •  ,     Ûl,2y> 

Q.2U    Q,,,     ..,,   Q,,ç, 
.  . . ,    . .  •  ,    .  •  • ,    .  .  • .  , 

et  entre  les  périodes  correspondant  à  deux  lignes  quelconques  de 
rang  a  et  ,3,  on  aura 

-Û„,40=,3-^...^Û,2,_,    0^_2r-û„,2r    0^^0,-1  =  0, 

OÙ  ;■  est  moindre  que  q. 

De  plus,  puisque  r  est  moindre  que  q,  on  peut,  en  considérant, 
au  lieu  de  ;/,,  Wo,.  .  .,  Uç,  des  combinaisons  linéaires  de  ces  inté- 
grales, supposer,  en  gardant  les  mêmes  notations,  que 

~a,l  =  O.        i2„  3  =  O,        .  .  .  ,       Q„  2r-l  =  O. 

Mais  nous  savons  que,  en  posant 

û,,  =  A,-+-B,V^, 
la  somme 

A,Bo— A,Bi^A3B;-AiB3-...--Ao,._iB.3,-A2,Bo,_, 

n'est  pas  nulle,  ce  qui   nous  amène  encore   à   une  contradiction, 
puisque,  ici, 

Ai  =  o,     Bi=o,     A3=  o,     B3  =  o,     ...,     A^,.-i  =  o,     Bjr-i  =  o. 

4.  Nous  allons  nous  borner  dans  ce  qui  va  suivre  au  cas  où  la 
courbe  considérée  est  du  second  genre,  en  la  prenant  immédiate- 
ment, comme  il  est  permis,"  sous  la  forme 

(6)  j-=  R{x)  =  x{i  —  x){i  —  k-x){i  —  l-^x){i  —  m^x). 

Nous  nous  proposons  de  traiter  le  problème  suivant  : 

Tromer  les  expressions  arnrrnies  rlrh-,  l-  et  m-,  telles  qiî il 
XI.  3 


—  ;{i  — 

existe  une   intégrale    de  première   espèce  correspondant  à  la 
courbe  précédente,  avant  seulement  deux  périodes. 

Admettons  donc  que  l'on  puisse  trouver  un  polvnônie  du  premier 
degré /(j:),  de  manière  que  l'intégrale 

f(T^  dx 


r\f(T)dx 


ait  seulement  deux  périodes. 

Désignons  par  P(^)  et  Q(^)  deux  intégrales  normales  de  pre- 
mière espèce  correspondant  à  la  relation  (6). 

On  aura  comme  tableau  des  périodes  de  ces  intégrales 

I     I     G'    H, 


^'^  '   1     o     H      G 


On  a  d'ailleurs 

*/  (  X  )  dx 


rj ix) cix  _ 


=  AP(a^)-^BQ(^), 


A  et  B  étant  deux  constantes  convenables.  Ses  périodes  sont  donc 
B,     A,     AG'-^BH,     AH^BG, 

et  elles  doivent,  par  hypothèse,  se  réduire  à  deux.  Par  suite,  on 

doit  avoir 

w  B-^  nk-~p  (AG'-4-BH)^-g''(AII^BG)  =  o, 
m'B^  n'A  -f-/>'(AG'-i-  BH  )-+-  «7'(  AH -f-  BG)  =  o, 

les  m,  /?,/?,  7  étant  des  entiers,  et  l'on  suppose,  bien  entendu,  que 

l'on  n'a  pas 

/?!  _  n  _  /5  _  7 
m'        n'       [i         </' 

Ces  éfpiations  peuvent  s'écrire 

j\[  n-r-  pO'  —  q\\)  -f-  B  (  //i  -r-  /)  II  —  7  G  ;  =  o, 
Ai n'-T- p'  G'-f  f/'U)-^  B ( ni  -T- p' Il  -+-  7'G)  srr  o, 

d"<»ù,  p;ii'  suite, 

/  o  = /?//»' — mil    r-  )pni'      p'ni)G' 
(8)  }  -+-if/ni'— q' m -~  np'- n'p)\l 

'  --  (  nq'    -  n' q  )G  -;   i qp'      pq')(  H-    -  GG'  ). 

Ifllf  f^l    rloiir  !,'!   rrl.ilioii  rpii  doil  rxislci    fnlir    !••'<  f|ii;iii  I  ili''-  (1. 
C'  cl   II. 
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o.  Transformons  tout  d'abord  ce  pren)ler  résultat.  Une  trans- 
formation du  premier  degré  substitue  aux  intégrales  normales 
P(j:)  et  Q(x)  deux  nouvelles  intégrales  pour  lesquelles  on  a  le 
tableau  de  périodes 

0  I     G',     H]. 

1  o     H,     G,. 

et  Ton  a,  comme  on  sait  [voir  Heraiite,  Su/-  la  transformation 
des  fonctions  ahéliennes  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  i855)], 

ç    _  (^6)oi-^(Y/6).3iG-^-.^((/6)o3H^(^6)o2G'+(t/6)23(H^— GG') 
^  "  {ab  loi  -^ ( «6  j3i  G  —  2 (  «6 )o3  H  ^- (  a6 )o2  G'  -r-iab )^_^ {  H^  —  GG' ) ' 

_  (ac?)oi  -4- ( arf)3i  G  —  [ (  arf )o3  ^ ( adu_i ] H -f- ( ad)o^ G'-4- (a</)23r H^  —  GG' ) 
'~  («6)oi-^(«6;3iG  H-2(aè)o3H-i-(aè)o2G'-+-(aè)23(H2— GG')  ' 

,  _  (ac)oi  — («c)3i  G  -!-  2(  «c)o3H  -^-CaclooG'  — ('ac)23(H2—  GG') 
'  ~  (  «6  )oi  -^  (  «6  )o3  G  -T-  2  (  aè  )„3  H  h-  (  aè  )o2  G' -}-  ( aè )23  (  H2  —  GG' )  ' 

où  l'on  a  posé,  d'une  manière  générale, 

(ad  ),-j  =  a,-  dj  —  «y  d, . 

Les  a,  0,  c,  d  sont  des  entiers  vérifiant  les  relations 

i   cio  d3  —  boCs—  r.n  b^  —  do  «3  =  «  1  ^4  -i-  6 ,  Co  —  r ,  Z»,  —  r/,  <-/,  =  i , 
1  aodi-^  boCi — Cobi—  doai  =  o. 

(91         •     «0^4—  ^0^2—  C060—  f/ort2=  o, 

1  a,  f/j  —  6,  C3  —  Cl  63  —  f/i  «3  =  o, 
\  a-i d-i  —  biC3—  Co bs  —  «nl'a «3  =  o. 

svslème  (jui  a  fait  l'objet  des  recherches  de  M.  Hermite  (voir  loc. 
cit.). 

Cela  posé,  nous  allons  voir  que,  G,  H  et  G'  étant  supposés 
satisfaire  à  la  relation  (8),  on  peut  trouver  des  entiers  [a,  b,c,d) 
vérifiant  les  relations  (9)  et  tels  que  H,  soit  l'inverse  d'un  nombre 
entier  D.  La  relation  (8)  devra  alors  être  susce))tib]e  de  prendre  la 
forme 

(  ad  loi  —  !  ad  I31  G  —  f  <  ad )o3  —  («<-/),,]  Il  -;-  (  ad  Ioï  G'  —  (  ad  103  (  H-  —  GG' )  _   1 
(rt6)o,  — (  ab  )-,iG  -^    \i  ab  |„3   ■.   (  ab  )n  |  H  ~(  af?  \,,.JV   :(ab  ).2;i{  H'- —  GG'  »  ~  D 
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On  aura  donc 

ao(Df/i  —  bi) —  rti(  D</ii  —  bo)  =  \{nm' —  rnn' ), 
a^{Y)di—  bi)—ai(Dd3—  b^)—  \{nq' —  n' q), 
ao(D<:/3—  63  )  —  «3  (  D<r/o  —  ^0)=  K{qm'  —  q'  m), 
««(De?! —  61) —  «2(0^/2  —  ^-2)=  ^^{np^—-  n' p), 
ao(T>d.2  —  62) —  «2  (  Df/o  —  ^0)  =  ^-{pml  —  p' m), 
a,{Dd,~bs)-as{Dd.-b,)=l{qp'  -pq'), 

A  étant  un  nombre  évidemment  rationnel. 

On  déduit  de  ces  équations,  à  l'aide  des  relations  (6), 

(9  bis)  D  =  XC  qm' —  mq'  -^  pn' — ■  p'  n), 

et  nous  supposerons  dabord  le  coefficient  de  \  différent  de  zéro. 

Les  binômes  Jim' — •  mn' ,  nq' —  n  q^  ..  .  ,  qp'  —  pq'  n'étant  pas 
tous  nuls,  soit  lun' —  mn'dz  o. 

Les  équations  précédentes  se  réduisent  alors,  en  posant 

Ddo—bo=  Ao,     Bdi—bi=  Al,     Dd.2—b.2=  A,,     Dd^—b^^As, 


(10) 


«2 1  nni' ^  mn')=  «o(  "/>' —  f^' P  )  -<-  <^i  i pni' ^ p' m), 
a-i[nm! —  »i«')=:  «0  [n^l' —  ^  ^)~^  ^1  [qni'  —  q'  m), 
kz[nm' —  mn')=  Aq {np' —  n'p)-h  Ai(pm'  —  p' tn), 
A3 {nrn  —  mn')—  Âo(«g'' —  n' q)-\-  Ai{qm'  —  q' m), 
«0  A 1  —  aj  Ao  =  X  (  nin'  —  mn'  )  ; 

/   et  les  relations  (9)  se  réduiront  alors  à 

ftîdi  —  as  do 


aod^^  a-idi 

tto  C3  -+-  «1  C2  - 
A„C3-h-  A,  C2- 

A  0  d^  -r-  A 1  di 
co  di-\-  Ci  di 


I, 

«2  f'i  —  «3  Co  =  o, 
AoCi  —  A3C0  —  —  I, 
A2f/i  —  Asr/o  —  o, 
<^2  di  —  Ci  do  =  o. 


11  s'agit  maintenant  de  rechercher  si  l'on  peut  trouver  des  entiers 
(«,  A,  c,  <:/),  puis  la  quantité  fractionnaire  )v,  satisfaisant  aux  rela- 
lions  (10),  et  \  étant  tel  que  la  valeur  de  D  tirée  de  Térjuation 
(  9  bis)  soit  entière. 

.^).  Nous  simplifierons  les  calculs  en  supposant  rn'=:  (*,  n  =  o, 
ce  qui  ne  diminue  en   rien  la  généralité,    cai-  on  peut   sup{)oser  les 


(II) 
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deux  relations  entre  les  périodes  (n«3),  écrites  de  telle  manière 
qu'elles  ne  renfei^ment  chacune  que  trois  périodes;  de  plus  on  peut 
considérer  m,  />,  q  d'une  part,  et  ii! ^  />',  q'  d'autre  part,  comme 
premiers  entre  eux,  et  l'on  a  d'ailleurs  m  el  n'  différents  de  zéro. 

Les  relations  (lo),  après  quelques  modifications,  vont  alors 
s'écrire 

/   n'  m  a-2  =  /l'p  a^  -+-  mp'  a  i ,     n'  ni  Ao  =  n  p  A  y  ^-  inp  A  i 
ri mcii  =  n' q  a^-\-  inq  a^,     n' ni  A3  ^  «'^  Ao  -H  niq'Xi, 
«1  ^       À ( —  mil' Ci -\-  /l'pci-h  /l'qco), 
«y  =  —  X  (  —  mn'  Co  -i-  mp'  c^  -+-  mq'  Cq  ), 
A 1  =       À (  —  mn' d,i  +  n  qd^), 
Au  =  —  À  (  —  /un  d-i  -4-  mp'  dy  -+-  mq'  do  ), 
X  [ mn' ( Ci d.i  —  Czdi)-^-  mp' (c^di  —  Cj  ds  ) 

-+- ( mq' -+-  n'p ){cid.i  —  c^di) 

-t-  ipq'  —p'  q  ) (Ciidi  —  Cl  d^ )-^  n'q(cu d-,  —  c-, do)]=  i , 

Cu <^3-+-  Cl  do  —  Codi  —  c'3 do  =0. 

Nous  prendrons  A=^,  8  désignant  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre 

mn',  mp',  mq  -\-  n' p,  pq'  —  p' q,  fi'q, 

et  l'on  verra  bien  facilement  que  8  divise  mq'  et  n'p,  en  se  rappelant 
que  m,/»,  q  d'une  part,  et  n' ^  p' ,  q'  d'autre  part,  sont  premiers 
entre  eux. 

Dans  ces  conditions,  les  valeurs  de  «,,  r?o,  A,  et  Aq  tirées  des 
équations  précédentes  seront  entières,  quels  que  soient  les  c  et  les 
d,  et  l'on  voit  sans  peine  que,  <7| ,  «o  et  A, ,  Aq  étant  ainsi  choisis, 
les  valeurs  de  ao,  a-i,  Ao  et  A3  tirées  des  quatre  premières  équa- 
tions (11)  sont  également  entières  :  on  trouve  en  effet 

«2=  \{n'pc2—  mp'c3-h(qp'—pq')co\, 
«3=  A[n'q  Ci—  mq'  C3-h(pq'—p'q)Ci], 

et  des  valeurs  analogues  pour  Ao  et  A3. 

Et  de  même  la  valeur  de  D  tirée  de  l'équation  (g  bis),  qui 
s'écrira 

D  =  X(—  mq'  -\-  pn'), 

est  bien  aussi  entière. 
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Nous  avons  donc  simplement  à  vériiier  que  l'on  peut  trouver  des 
entiers  c'o, c<,e2, Cs  et  d^,  c?,,  d-y  et  d^  satisfaisant  aux  deux  der- 
nières des  équations  (i  i).  Ces  équations  sont 

-*-  ^{{ClCh—  C.2di)^0{Codi —  Cido)-hz(Cod.2—  C.2do)=  I, 

Cy) f^3 -+-  Cl di  —  c-2di  —  C3 do  =  o, 

et  les  entiers  a,  |3,  ^\  0  et  0  sont  premiers  entre  eux. 

On  s'assure  aisément  que  l'on  peut  trouver  des  entiers  (  c,  c/) 
vérifiant  ces  équations  (6).  Fait-on,  par  exemple,  û?2=  o?  <^3=  i^ 
C:i=  O,  si  [j  et  0  ou  0,  V,  £  et  a  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équa- 
tions deviendront 

C|)  =  Cidi, 
puis 

c^iod'l  —';di  —  zdo-^  y-)  —  c, (  j3  -4-  S  ^y )  =  i  : 

telle  est  la  seule  relation  entre  C|,  Co,  f/,  et  d„.  Prend-on  convena- 
blement <j?i  et  c^o> 

!î  -H  0  f/u     et     0  d]  —  Y  di  —  £  do  -+-  a 

seront  premiers  entre  eux.  Pour  le  voir  bien  nettement,  remar- 
quons que 

3,  0,  z     et     Zd'l — -'f/i-4-a 

seront,  si  <^)  est  convenablement  pris,  premiers  entre  eux.  et  I  on 
peut  d'ailleurs  évidemment  supposer  que 

0-  d'I  —  ■;  0  c/i  -F  a  0  -f-  ^  £ 

n'est  pas  nul,  si  0  et  s  ne  sont  pas  tous  deux  nuls. 
On  a  donc  deux  expressions 

M  +  Nf/o,       Mi-i-?iydo, 

où 

.M,\..M,     et     \, 

sont  jMomiers  entre  eux  et  MNi  —  M|  N  n'étant  j)as  nul,  et  l'on  a 
alors  simplement  à  vérifier  (|ue  d(,  peut  être  pris  de  manière  (jue 
ces  expressions  soient  premières  entre  elles,  comme  on  le  voit 
iitiiuédiatemenl.  Si  0  cl   s  ><nil  nuls  à  la  lois,  ou  iccouuaît  (!<•  suile 


V'A 
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seront,  pour  <:/,  convenal)lement  choisi,  premiers  entre  eux.  Donc, 
en  résumé,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

C2(od'\^  ^(fli—  tdo-i-  ce)  —  Cit/^j  —  odo)  =  i, 

si  |3  et  0  ou  0,  V,  c  et  a  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 

Le  second  de  ces  cas  particuliers  se  traite  immédiatement;  que 
l'on  prenne  alors,  en  efl'et, 

di  =  o,     Cl  =  I, 

on  aura  les  équations 

pf/3-f-  odo  =  — I, 
Cods-h  dî     =  c^do, 

et  l'on  peut  V  satisfaire,  puisque  ,3  et  0  sont  ici  premiers  entre  eux. 
Examinons  enfin  le  cas  où  ^  et  0  seront  nuls  à  la  fois.  jNous  fe- 
rons 

c-2  =  0,     di  =  i, 

et  les  équations  deviendront 

YCi+  zco—  ac3  =  I, 
CQd-i-^  Ci  =  c^do; 

la  seconde  équation  donne  C)  et  la  première  devient  alors 

cst-'f/o—  a)-hCo(£  — yc/'s)  =  :, 

évidemment  résoluble. 

7.  Dans  les  calculs  précédents  (n°  4),  nous  avons  supposé  que 
uni'  —  mn'  était  différent  de  zéro;  mais,  les  binômes  lun' — mn' , 
Jiq' —  n'q,  .  .  . ,  qp'  —  /J)^' n'étant  pas  tous  nuls,  on  pourra  toujours 
opérer  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  indi- 
quée. Tl  faut  maintenant  voir  quel  parti  on  peut  tirer  du  résultat 
précédent.  Si  la  valeur  de  D,  donnée  par  Téqualion  (9  bis) 

D  =  \(qnï —  mq  ^ pii  —  p  11)1 

n'est  pas  nulle,  la  valeur  de  II,  sera  la  quantité  finie  ^^  et  G,  et  G', 
auront  des  valeurs  finies  bien  déterminées.  Nous  aurons  alors,  dans 
ce  cas,  un  tableau  de  périodes  intégrales  normales 

0  <    <■;   1 

1  o     1     G, 
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mais  une  circonstance  particulière  doit  nous  arrêter  maintenant  : 
je  veux  parler  du  cas  où  l'on  aurait  D  ^  o  ;  les  valeurs  de  G|,  H, 
et  H',  seraient  infinies  et  le  résultat  se  présenterait  sous  une  forme 
illusoire.  jNous  allons  montrer  que  cette  circonstance  ne  peut  se 
rencontrer,  c'est-à-dire  que  l'on  ne  peut  avoir 

qii^ —  mq' -~  pv!  —  p'  n  =  o. 

La  relation  entre  G,  H  et  G'  serait,  eu  effet,  dans  ce  cas  (équa- 
tion 8) 

1  nm! —  nui'  -^  ipi^i' — /'"*)  G'-r-  'i.iqrn' —  mq')\i 

(  (  2  ) 

(  -\-{nq'~  n'q)G-^  {qp' — p'q']  {H-— GG')  =  o 

avec  la  condition 

qni' —  mq'  =  np' — />«', 

et  nous  allons  voir  qu'une  pareille  relation  ne  peut  exister  entre  les 
trois  quantités  H,  G  et  G',  qui  jouissent,  comme  on  sait,  de  la  pro- 
priété suivante.  On  a,  en  désignant  par  A,  g  et  g'  les  coefficients 
de  i  dans  ces  quantités, 

Considérons  d'abord  le  cas  où  p'q  —  p'q  =  o.  On  peut  alors  sup- 
poser que  /*'=  o  et  q'=  o,  car  les  relations  entre  les  périodes  (n°  3) 
peuvent,  dans  ce  cas,  être  remplacées  par  deux  autres,  dont  la 
seconde  ne  renfermera  que  A  et  B.  On  aura  donc 

nm' —  nin' ^ pm'  G' -h  iqm'll  —  n'qG  =  o 

avec  la  condition 

q/n'  =^  — pii  ; 

on  aura  par  suite 

p/ii  g'  -r-  'iqin' k  —  n'qg  =  o. 

p  et  h  ne  sont  évidei.^imcnt  pas  nuls  à  la  fois,  ni  ni'  ei  n' .  Soit  n 

différent  de  zéro,  on  au.-a,  en  subsliluant  «  := ^-r-  dans  la  se- 

^  n 

conde  équation, 

—  qm'-g' -\-  iqm'n'h  —  ti-qg  —  o. 

Or  q  n'est  pas  nul,  parce  qie/>  serait  alors  nul;  on  a  donc 
m'"- g' -     'ini'n'h    '•    n'^g^o, 
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et,  comme  m'  et  n'  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  il  en  résulte  néces- 
sairement 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

La  vérification  directe  du  théorème  précédent  nous  entraînerait 
dans  des  calculs  pénibles;  la  voie  indirecte  que  nous  allons  ex- 
poser nous  conduira  Lien  plus  simplement  au  résultat.  Partons 
d'un  système  d'intégrales  normales  pour  lesquelles  H,  G  et  G',  sa- 
tisfaisant d'ailleurs  à  la  relation  nécessaire  h-  —  gg'<^o,  vérifie- 
raient l'équation  (12),  et  l'on  suppose  d'ailleurs  que pq' — p'q  est 
différent  de  zéro. 

Effectuons  une  transformation  correspondant  à  l'entier  positif  A'. 
Les  coefficients  («,  b,  c,  d)  de  la  transformation  satisfont,  comme 
on  sait,  aux  relations  (Hermite,  loc.  cit.) 


«0^3-+- 

«1 62  —  a-2  bx  —  a-i  bo  =  0, 

«0C3-+- 

«1  Co  —  a^ci  —  «3  Co  =  0, 

aods-+- 

«1  d^  —  a^  d\  —  «3  do  =  A", 

boCs-r- 

6i  C2  —  62  Cl  —  63  Co  =  k, 

bods-^ 

-  61  di  —  62  d\  —  63  do  =  0, 

cods-i- 

Ci  d^  —  C2  di  —  C3  do  =  0. 

us  allons  prendre 

bo  —  m', 

bi  =  n',     b,  =  p',     b^  =  q', 

do  =  m  , 

di=  n  ,     dr^  =  p  ,     d^=  q  ; 

l'avant-dernière  des  équations  précédentes  se  réduit  à 
m'q  4-  n  p  —  np'  —  mq'  =^  o, 

qui  est  bien  effectivement  vérifiée. 
Soit  encore 

C.2  =  0,       C3  :=  o; 

Co<7'h-  Cip'  =  —  />•, 

Coq  -^  cip  —  o. 

Prenons  k  égal  à  la  valeur  absolue  de  (pr/  —  /'''])]  il  est  clair 
qu'alors  les  équations  précédentes  donneront,  pour  («(,,  a, ,  Cq,  c,), 
des  valeurs  entières,  et  l'on  aura  alors  tous  les  coefficients  (a,  6,  c,  c/) 
d'une  transformation  de  degré  k( k  >•  o). 


Soit  encore 

«2  = 

0,     «3  =  < 

on  aura 

aoq'-+ 

■aip'  =  0, 

«0(7-1- 

-aip  =  k, 

Or,  après  cette  transformation.  G,  H  et  G'  sont  remplacées  par 
G,,  H,  et  G',,  et  l'on  a 

^  idb\,-^{db\^G-^i(db\n  n-^{db)o,  G'-^(rf6),3(H2-  GG') 
'  "  (ab)oi-^{ab)3i  G-r-  2(a6)o3  H  -r-  («6)02  G' -r- {ab),s{H-^—  GG')' 

H,  et  G',  sont  données  par  des  expressions  analogues  ayant 
même  dénominateur;  or  le  numérateur  de  G|  est  précisément 

mn' —  nin' -^  (  n  q  —  nq' )G  -+-  nitn'q  —  inq')}^ 

-i-  (m'p  —  J7ip')G' -r-{p'q  —  pq' ){\l- —  GG'), 

qui  est  nul  d'après  l'équation  (12).  D'ailleurs  le  dénominateur  de 

G,  est 

«u/i' —  a^m' —  «i^'G  -r-  la^ql^  -f-  Oop'G', 

qui  n'est  certainement  pas  nul;  le  coefficient  de  ^  —  i  est,  en  efi'et, 
—  aiq'  ff  ~-  2aoq' h  -i-  aop'  ff' ; 

orp'  et  q'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  puisque  pq'  —  p'q  est  diffé- 
rent de  zéro;  «0  et  «i  sont  d'ailleurs  proportionnels  à  p'  et  à  —  q' , 
et  l'expression  précédente  est,  à  un  facteur  constant  près,  diffé- 
rente de  zéro 

'7'-<?^-2/)'7'/i  — ^'^^', 

et  elle  n'est  pas  nulle,  puisque  h-  —  ë^'g' <i  o- 

Le  dénominateur  de  G|  n'étant  pas  nul,  on  a  donc  G(  =  o,  et  Il| 
et  G',  ont  des  valeurs  finies  parfaitement  déterminées.  Or  on  sait 
que  (Hermite,  /oc.  cit.),  après  une  transformation  de  degré  quel- 
conque A,  h-  —  g  g'  ne  change  pas  de  signe;  en  désignant  donc 
par  g,,  Iti  et  g\  les  coefficients  de  i  dans  Gi,  H|  et  G',,  on  devra 
avoir 

/l  ^  nr ,    rr'    .-^   i\ 

"1  f>  la  1    ^  "» 

])uisquo  l'on  a 

h^-—  gg'<  o, 

mais  l'inégalité 

'est  impossible,  puisque  g^  =  o. 

Nous  arrivons  donc  à  une  coiilradiclion,  cl  il  est  par  suite  inipos- 
sihlr  de  supposer,  cnlre  G,  Il  <l  (i  .  nue  relation  fie  la  forme  (1  4). 
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8.  L'analyse    qui    vient   d'être    développée   nous    permet   donc 
dénoncer  la  projjosilion  suivante  : 

S' il  existe  une  intégrale  de  preniiiire  espèce  correspondant  à 
la  relation  algébrique 

y^  =  x(ï  — r)  (i  —  /c-x)(i  —  /-j")(  I  —  ni'''X), 

qui  ait  seulement  deux  périodes,  on  pourra  trouver  un  système 
d'intégrales  normales,  dont  le  tableau  des  périodes  sera 

o     .     G     1 
,     o     -     G 

oii  D  désigne  un  entier  réel  et  positij . 

Ce  théorème  donne  immédiatement  les  valeurs  de  A-,  /-  et  m- . 
On  sait,  en  effet,  que,  pour  un  svstème  d'intégrales  dont  le  tableau 

des  périodes  serait 

0  I     G     }I 

1  o     H     G' 

on  a  les  valeurs  de  /•-,  /-,  m-  données  [)arles  formules  de  Pvielielot. 
Soient 


"«Ol       ~'02       ~'2         -'Il  I    ("Ol         O         C=i  O 

.Ji         .V03       ^3  ^O;     l  i     <">  Co3         O  O 

^23       ^13       -^21       ^U    ;  1     C23         t)  O         C  y^ 

les  seize  fonctions  S  livperelliptiques  de  M.  Weierstrass  et  leurs 
valeurs  correspondant  aux  arguments  zéro  ;  on  a 

Cuif"5  CjoCm  C12C5 

et  les  c  sont  des  fonctions  uniformes  de  G,  H  et  G'.  Fait-on  dans 

ces  formules  H  =  r-»  on  obtient  l'expression  générale  des  modules 

répondant  au  problème  proposé,  en  y  ajoutant  toutefois,  bien  en- 
tendu, ceux  qui  s'en  déduisent  par  une  transformation  du  premier 
ordre.  Ecrivons  donc 
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Pour  une  valeur  fixe  donnée  à  l'entier  D.  A-,  /-  et  m-  sont  des 
fonctions  de  G  et  G',  et  il  est  aisé  d'établir  qu'entre  ces  trois  fonc- 
tions existe  une  relation  algébrique. 

On  peut,  par  exemple,  raisonner  comme  il  suit.  Tous  les  mo- 
dules qui  se  déduisent  de  A-,  /-  et  m-  par  une  transformation  du 
premier  ordre  sont  des  fonctions  algébriques  de  ces  quantités  ;  une 
fonction  symétrique  <I>  de  tous  ces  modules  reste  d'ailleurs  inva- 
riable quand  on  remplace  G,  H  et  G' par  G,,  H,  etG'j(i;of/-n"4).Or, 

quand  H  a  la  valeur  particulière  j=:  ?  il  v  a  une  infinité  de  ces  sub- 
stitutions qui  laissent  H  invariables,  G  et  G' se  transformant  linéai- 
rement; G,  par  exemple,  étant  remplacé  par 

Cl  -^  co  G 

b\,  b-2-,  C(,  c-2  étant  des  entiers,  tels  que 

b^c-i  —  b^ci^  i, 
avec  les  formes  suivantes  pour  60,  ^,  et  Co, 

bi=^  niD-,     bi  =  nD  —  i,     c^  =/>D  —  i, 

où  m,  n,  p  sont  des  entiers. 

Trois  fonctions  symétriques  $  sont  donc  des  fonctions  de  G 
et  G'  se  reproduisant  pour  des  groupes  de  substitutions  elTectuées 
séparément  sur  G  et  G',  ces  groupes  rentrant  dans  la  catégorie  de 
ceux  que  M.Poincaré  a  appelés /wc/«5/e/i5;  elles  sont  donc  liées  par 
une  relation  algébrique,  et  il  en  est  de  même  alors  de  F, ,  Fo  et  F3. 

Nous  avons  donc,  ponr  une  valeur  donnée  à  l'entier  D,  la  rela- 
tion algébrique 

/(  A-2,  /-.  /??■-)  =  o, 

et  la  réduction  à  deux  périodes  peut  s'effectuer,  pour  certaines  in- 
tégrales, quand  A",  /  et  m  vérifient  cette  relation. 

Les  fonctions  0  de  deux  variables  pour  H  =  —  peuvent  d'ail- 
leurs se  ramener  aisément  aux  fonctions  0  d'une  seule  variable,  et 
c'est  en  suivant  celle  voie  que  l'on  de\ra  effectuer  le  calcul  des 
modules  A-,  /  et  m. 

0.   Arrêtons-nous  un    instant   ^ur  un   ras  partirulier.  Tout    d'à- 


hoid,  pour  D  =  I,  on  a,  comme  on  le  voit  immédlatemenl  en  se 
reporlanl  auK  expressions  de  /.-,  /-  et  /;^'-, 

k^  =  /^ 

et  ce  cas  ne  correspond  pas,  à  proprement  parler,  à  une  intégrale 
hyperelliptiquc. 

Soit  maintenant  0  =  2.  A  ce  cas  se  rattache  l'exemple  suivant, 
où  l'on  a 

Tout  d'abord,  il  est  évident  que   les   deux   intégrales    /  -^   et 

fxdx  .,  •  I  1       <  •      .       I 

/  — —^  se  ramenant,  en  prenant  x-  pour  variable,  a  une  intégrale 

elliptique,   n'ont  que  deux  périodes;   mais  effectuons   complète- 
ment la  réduction  pour  nous   assurer  que    ce  cas  correspond   à 

D=2. 

Nous  pouvons  écrire 

Soient  M, ,  Mo  et  M3  les  points  r/, ,  eu,  n-x  et  M4,  M5,  Me  les  points 
symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Nous  considérons  d'abord 
lintéerale 

r''  dx 
/     7' 

'    0..v„    J 

OÙ   Vo  est  ime  des  déterminations  de  y  pour  ;r  =  o,   et  nous  dé- 
signons par  A,,  Ao,  . .  . ,  Afl  les  valeurs  de  cette  intégrale  le  long 
de  OM,,  0M„...,  OMg. 
On  a  évidemment 

Ai  =  —  Al,        A5=:- —  Ao,        Ag  =  —  A3. 

On  peut  prendre  comme  périodes  normales  de  l'intégrale  pré- 
cédente 

COi=  2A1  —  2A2,  C02=2A2 — 2A3, 

103  =  9, Al  —  2  A2 -I-  2  A3  —  2  Aj ,     wv  =  2  Ai  —  2  A5 

(voir  BuiOT,  Théorie  des  Jonctions  ahéliennes,  cas  des  intégrales 
hvperelliptiques),  qui  se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à 

OJ]  =  2A1  —  2  Ao.  'Oo  "  2  Ao 2  Art. 

(O3  =  4  Al  —  2  A2  -:-  2  .\3.        (».,  =  2A2 —  2  Ai, 
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et,  en  prenant  ensuite  la  seconde  intégrale 

r'  xdx 

les  valeurs  des  intégrales  le  long   de   OM,,   ...,  OMe  étant  A',, 
A'  ,  .  .  . ,  A'     avec  les  relations  évidentes 

a;  =  a„   a;,  =  Ao,  a;  =  A3, 

nous  avons  les  périodes 

(./,  =  aA'i—  sA',,    w',  =  '^A; —  2  A3,    0/3  =  —  2  Ao  -4-  2  A'3.    w'i  =  2  A',— 2A2 

avec  la  relation  entre  les  périodes 

tOi  CiJ,  -f-  (Oo  w'j  —  11)3  tO^  -f-  W/,  0)3  =  o. 

INlais  on  voit  que 

t03  =  to,       Q\       10^  =  (Oj, 

en  tenant  compte  de  la  relation 

2  A 1  —  2  A 2  -T-  2  A 3  =  o, 
et  aussi 

Nous  avons  donc  le  svstème  de  périodes 

lo'i      (o',      — (u'2  Wj 

(uip,  par  une  transformation  fin  premier  degré,  on  peut  remplacer 
par 

o  W2        2OJ2        —  (tJi 

2(o',       (O^  o  «iJ'i 

ce  (pii  nous  donne  un  svstéme  de  périodes  dinlégrales   normales  : 


1 

(0, 

2  «0 

Oj'j 

1 

I T           ** 

2(0, 

2 

()n  a  j)ar  suite  Dr—  2,  comme  nous  voulions  Télahlir. 

({<"mai(pi(>ns  (pie  le  cas  considéré  autrefois  par  Jacolii.  ou 

)  '    --  ./•(  I        ,/■  )Ci    -  a  .r  i(  1  —  ha-  1(1    -   nl>:r\, 
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a  el  l>  étant  deux  constantes  quelconques,  rentre  dans  le  cas  que 
nous  venons  d'examiner. 

Soient  en  eflet,  dune  manière  générale,  «,,  «o,  «3,^/4,  a  5  et  a^  les 
racines  d'un  polvnôme  du  sixième  degré;  on  sait  qu'on  peut  rem- 
placer ce  polynôme  par  un  polynôme  du  cinquième  degré,  soit  par 
exemple  le  suivant  : 

{i  —  t)(i—  at){i-~  bt)(i~  ci), 
en  posant 

(  r/.> — «ôlf^i — «3)     7       (a.-,~as)(ai — «3)  (  «0 — r/.  Xai— a,  ) 

a  = r  ?  o  =  , ,  c  =  — ■ —  : 

(  «1— ajXao  — «3)  («1— a6J(«2  — «3 1  (,«1  — «i  )  (  «2— «3) 

or,  si  le  polynôme  du  sixième  degré  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  la  variable,  on  aura 

«2=—  ^1,        «i=   —  «3,        «6=  —  «5; 

et  l'on  voit  que  dans  ce  cas  c  =  ab. 

10.  Il  résulte  du  théorème  énoncé  (n°  8)  que  s'il  existe,  pour  un 
polynôme  donné  R  (x)^  une  intégrale  correspondante  n'avant  que 
deux  périodes,  il  en  existera  nécessairement  une  seconde.  Dans 
certains  cas  particuliers,  //  peut  ariiver  quil  ri  y  ait  pas  seule- 
ment deux  intégrales,  mais  une  infinité  :  je  vais  indiquer  un 
exemple  de  cette  circonstance  singulière. 

Je  considère  la  courbe  du  second  genre 

y^  =  Xi  X  —  i){3r  —  a )^, 
et  soient  les  deux  intégrales  de  première  espèce 
r''(.r  —  a)d.r  r'dr 

■'0  '  -^0 

En  posant 

L>  =  f  I  —  A  )    / t  >  =  (  I  —  A  )    / 


•1  r 
{ 
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on  a,  poiH"  le  tableau  des  périodes  correspondantes  de  ces  inté- 
grales, 

0,   12'      Xo,     Xo' 

U,  U',  ).2U,  X^U; 

on  reconnaît  d'ailleurs  que 

U  =  — X2  0,  U'  =  û'. 

Ceci  posé,  A  et  B  étant  deux  constantes,  l'intégrale  A  lo  +  Bu 
a  pour  périodes 

(A  — BÀ2)0,     (A— Biti',     (A  — B)).i}.     (AÀ  — BX2)Q'. 
Si  donc  il  est  possible  de  choisir  A  et  B  de  manière  que 

m  (A  — Bâ2)  =  (A  — BÀ), 
m'(A-+-B)      =A).  ^-BÀ2, 

m  et  m'  étant  des  quantités  réelles  comuiensurables,  l'expression 
A(o  +  B'j  n'aura  que  deux  périodes.  Or  l'élimination  de  A  et  B 
entre  les  équations  précédentes  conduit  à  l'unique  relation 

mm' —  m  -f-  'xm! -h-  i  =  o. 

L'une  de  ces  quantités,  m  par  exemple,  peut  être  prise  arbi- 
trairement et  l'on  en  conclut  que  l'intégrale  de  première  espèce 


/ 


"(i— wÀ  )(>  — rt)-^  d  —  mÀ2)v 

; ■ "—   dX 


n'a  que  deux  périodes,  m  étant   une  quantité  réelle  commensu- 
rable  quelconque. 

11.  Revenons  maintenant  au  cas  général.  Pour  une  valeur  don- 
née à  l'entier  D  et  aux  constantes  G  et  G'  dans  les  expressions  de 
Â-,  /-  et  m-  (n"  8),  nous  savons  qu'il  existe  deux  intégrales  de  pre- 
mière espèce  correspondant  au  polynôme  R(^),  n'ayant  cjue  deux 
périodes. 

Soit  l'une  d'entre  elles 


"=/'-' 


j 

y 


a\anl  pn-ciscriicut  p(»nr  p(  rindcs  ci,  i,(i, 

[Vous  vnidnris  ('liidur  itiaiiilcnaril  la   subsl ilutioii  algébiKjUf  (pu 
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transformera  rinlcgrale   précédente  en    une  intégrale  elliptique. 
Établissons  à  cet  elTet  la  proposition  suivante  : 
Soit  la  fonction  (-)  de  Jacobi  obtenue  en  faisant 

2K=  —     et     2tK'  =  G. 
L'expression 


1     p^(P  +  Q^),/.r         J 


où  y.  désigne  une  constante  arbitraire ,  est  une  fonction  du 
point  analytique  (x,  y)  qui  a  D  racines. 

Supposons  que  les  x'acines  de  R(x)  se  présentent  autour  du  point 
(xo,J'o)  dans  l'ordre  «i,  «o,  «3,  <?,,  a^,  et  figurons  [)ar  «^  le  jjoint 
à  l'infini  (ce  sera,  si  l'on  veut,  sur  la  sphère). 

Un  système  de  périodes  normales  de  l'intégrale  considérée 
pourra   être   représenté  {voir   Briot,  Fonctions  abéliennes)  par 

9. Al  —  2A2,     -iAo  — 2A3,     uAi  —  2A2 -^  2A3  —  2  Ai,     aAi  — 2A5, 

en  désignant  par  A/  l'intégrale  rectiligne  prise  depuis  (xo,  J'o)  ]^^- 
qu'en  a^. 

Nous  pouvons  supposer  ici  que 

2\l — %\t,=  1,       2A0 2A3=:G,        2.\i — 2A2H-2A3 2Ai=0,       2Ai — 2A5=y^- 

Faisons  dans  le  plan  des  coupures  en  joignant  les  points  ax, 
a-2,  .  .  . ,  ««  au  point  Xq. 

L'intégrale  u  sera  alors  une  fonction  uniforme  du  ])oint  (j'.j) 
et  la  restriction  apportée  par  les  coupures  ne  cliange  pas  évidem- 
ment le  nombre  des  racines.  Au  point  géométrique  x  corres- 
pondent deux  points  analytiques  j:,yelx^  — JK  avec  les  valeurs 
a  et  «'=  2A,  —  u.  Nous  avons  donc  à  chercher  le  nondjre  des 
racines  du  produit 

&(u  —  a)0(if'—  a). 

Le  nombre  des  racines  sera  donné  par  l'intégrale  définie 

-^.  1   fdiogeiu  —  x)e-^  fd\oge{u'—'i)\, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  dans  le  sens  marcpié  par 

les  flèches;    ou  bien,    en   supposant   l'une   des  intégrations   failo 

XI.  4 


-  m  - 

dans  le  sens  direct,  l'autre  dans  le  sens  inverse, 

■^.\  fd\ose{u'—oL)—  jd\og6{ii  —  oL)\. 

Désignons  par  m'  le  point  variable  sur  le  contour  relatif  à  la 
première  intégrale  et  par  m  celui  qui  est  relatif  à  la  seconde,  et 
supposons  que  ces  points  marchent  de  manière  à  se  correspondre 
de  part  et  d'autre  d'une  coupure  a. 

Nous  allons  calculer 

en  posant 

'd{u  —  a) 

Prenons  successivement  les  lacets. 

Nous  avons,  pour  a, ,  u'  :=  u,  donc  H  =  i ,  et,  par  suite,  la  partie 
de  l'intégrale  est  nulle. 
Pour  le  lacet  «2?  on  a 

u'  —  u  =  7.A2  —  2A1  =  —  I, 

donc  H  =  i,  et  l'on  a  encore  zéro  dans  l'intégrale. 
Pour  le  lacet  «3, 

u  —  11  =  2A2  —  2  A3  —  (2  Al  —  2A-2)  =  G  —  I, 
donc 

H  =  e(«-a-4-G-i)  ^  ^_^,ib[u-<^+G}. 
«(«  — a)  ' 

car  on  a 

6(u-^^\=e{u)     Cl     0(k-+-G)  =  e    2':<1)(«+G)e(//), 

donc 

r/logll  =  —  n-iD.du, 

et,  en  intégrant,  on  aura 

—  2  -  f  D .  2  A  3 . 

Pour  le  lacet  a.,. 

Il' —  u  =  G, 

cl  1  on  a,  dans  lintégralr. 

2  7: 1 1  ) .  ■)  A  i . 
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Pour  le  laccl  rr,,  il  vient 

u  —  «  =  Gi  -i-  — , 
el  l'on  a 

—  2T.iD  .2\â- 

Il  vient  enfin,  pour  le  lacet  «,;, 
ce  qui  donne 


"  =  ^+D 


Nous  avons  donc,  en  faisant  la  somme, 

27:fD(—  2A3  -J-  2  A.  —  2A5  -■-  2A1;  j 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

•2'â?D(2A,  —  2A.2), 

cest-à-dire  ir.iD. 

Le  nombre  des  racines  est,  par  suite,  — '—r-  ou  D. 

^  1-1 

12.  Considérons  maintenant  Téquation 


=  u; 


la  fonction  x  de  u  sera  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions  doublement  périodiques  de  u. 

Soit  sn^  la  fonction  elliptique  correspondant  aux  valeurs  indi- 
quées précédemment  de  K  et  K'  et  soit  A,  avec  la  même  significa- 
tion que  plus  haut;  nous  venons  de  montrer  que  le  produit 

e{u)d{2Ai  —  u) 

est  une  fonction  du  point  (^, J')  a^ant  D  racines.  Or  considérons 
maintenant  l'expression 

snu  sn(2Ai  —  u); 

il  est  clair  qu'elle  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  )',  car  elle 
n'a  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  ce  couple;  mais  aux 
deux  points  analytiques  (^,;v')  et  (.r,  — y)  correspond  aussi  la 
même  valeur,  car  n  cl  2  A,  —  u  se  permutent  simplomcnl.  Le  pro- 
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(luit  précédent  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  et,  d'après  le 
théoi'ème  précédent,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette 
fraction  rationnelle  seront  des  polynômes  de  degré  D.  La  fonction  x 
de  II,  définie  par  Féquation  (i),  sera  donc  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 


V{x~) 


snit  sn(2Ai  —  m), 


y  et  F  étant  des  polynômes  de  degré  D. 

On  voit,  par  suite,  que  l'entier  D  n'est  autre  chose  que  le  degré 
de  l'équation  algébrique  donnante"  en  fonction  de  u. 

i3.  On  peut  faire   servir  la  relation  précédente  elle-même  à  la 

f 
détermination  des  coefficients  de  la  fraction  rationnelle  ==r'  Remar- 

F 

quons  tout  d'abord   que  P  et  Q  peuvent  être  considérés  comme 

connus.  Dans  le  cas  général,  P  et  Q  sont  en  effet  exprimés  par  des 

fonctions   uniformes  de   G,  H  et  G',  comme  on  le  voit,    dans   le 

Mémoire  couronné  de  Rosenhain  (Savants  étrangers,  i85i);  il 

suffira  de  faire  H=  y--  D'ailleurs,  le  module  et  le  multiplicateur 

delà  fonction  suj",  correspondant  aux  valeurs  indiquées  de  K  et 
de  K',  s'exprimeront  aussi  à  l'aide  de  G  par  des  expressions  bien 
connues. 

Or  nous  pouvons  encore,  pour  simplifier,  supposer  que  (XqjJ'o) 
coïncide  avec  (o,  o),  et  c'est  alors  l'expression 


J  pp^Q^^cla■^ 


qui  est  une  fonction  rationnelle  de  ^r,  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  des  polynômes  de  degré  D.  On  développera 
celte  expression  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Entre 
D  +  i  coefficients  de  ce  développement,  à  partir  du  second,  devra 
exister  une  relation  récurrente  dont  on  trouvera  évidemiuent  les 
coclficienls  par  des  équations  du  premier  degré.  La  connaissance 
de  cette  relation  entraînera  celle  du  polynôme  F(x),  et  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés  donnera  de  même,  uniquement  par 
des  équations  du  premier  degré,  les  coefficients  du  polynôme  /'(x). 
Le  problème  se  trouvera  alors  complètement  résolu,  et  d'une  ma- 
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nière  explicite,  car  la  transformation 

transformera  l'intégrale  hyperelliplique  en  une  intégrale  ellip- 
tique. Ajoutons,  en  terminant,  que  dans  un  de  ses  jNIémoires  du 
Journal  de  Crelle  et  récemment  dans  son  Ouvrage  sur  la  théorie 
des  équations  différentielles  (Leipzig,  1882  );,  M.  Kœnigsberger  a 
donné  de  nombreux  et  intéressants  exemples  de  réduction  d'inté- 
grales abéliennes  aux  intégrales  elliptiques  et  s'est  proposé  de  gé- 
néraliser le  problème  de  la  transformation  de  Jacobi.  On  vient  de 
voir  que  le  degré  de  cette  transformation,  quand  elle  est  possible, 
n'est  autre  que  l'entier  D  qui  figure  dans  les  expressions  générales 
que  nous  avons  données  de  A-,  l-  et  m'-. 


Sur  une  propriété  relative  à  deux  systèmes  ?natériels,  com- 
posés d'un  même  nombre  de  points  ayant  des  masses  égales 
chacune  à  chacune;  par  M.  Fouret. 

(Séance  du  i'"'  décembre  1882.) 

1.  Imaginons  dans  l'espace  deux  systèmes,  composés  chacun 
de  n  points  et  comprenant  :  l'un  les  points  A,,  Ao,  .  . . ,  A^,  l'autre 
les  points  A'j,  A'2,  ...,  A)^.  Supposons,  en  outre,  que  les  points 
correspondants  des  deux  systèmes  soient  doués  de  la  même  masse, 
et  désignons  les  masses  respectives  des  71  points  de  chaque  système 
par  m, ,  wio,  . . . ,  m,i  (  '  ).  Rapportons  séparément  les  deux  groupes 
de  points  à  deux  systèmes  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox, 
Oy,  O5  et  O'x',  Oy ,  O'^',  parallèles  entre  eux  et  ayant  pour  ori- 
gines respectives  les  centres  de  gravité  des  deux  systèmes. 

Soient,  d'une  manière  générale,  Xi,  j)V,  Zi  les  coordonnées,  par 
rapport  à  O^,  Or,  O::;,  du  point  A/j  x'^,  y],  z\   les  coordonnées, 


(')  Dans  ce  qui  va  sui\Te,  et  tant  que  nous  resterons  sur  le  terrain  de  la  Géo- 
métrie, nous  pourrons,  pour  plus  de  généralité,  supposer  que  m,,  «/,,  ...,  »i„ 
soient  des  coefficients,  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs;  mais  leur  somme  sera 
toujours  supposée  difTérentc  de  zéio. 
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par  rapport  à  0'.r',  O'y',  O'z'  du  point  A'^.  Soient  enfin,  par  rap- 
port à  un  troisième  système  d'axes  Qç,  Q/;,  Q^,  respectivement 
parallèles  à  ceux  des  deux  premiers,  a,  b,  c  les  coordonnées  du 
point  O;  a',  b\  d  les  coordonnées  du  point  O'. 

Les  coordonnées  respectives  des  points  A,-  et  A],  par  rapport  au 
système  (Q;,  Qr,,  QJ^),  sont  évidemment  r/ -f- X/,  Z>  +  j',-,  c  +  :?/, 
d -\-  x\^  ^'  +  J'i-,  c'+  z\^  et  l'on  a  par  suite 

kik'i-—  {a-^Xi  —  a!  —  x'iY' -^  {h -^- y i  —  b'  —  y))"-  -^  (  c  -^  z,  —  c'  —  5^)2, 

ce  qui  peut  s'écrire 


(')    l  -^{yi—y'iT-^{^i  —  z'iy-^-i-{a  —  a')xi-^i{b  —  b')yi 

I  -^  lie  —  c)zi  —  i{a  —  a' ) x'i  —  7.{b  —  b' ) y\  — -iic       c)z'i. 

Mais  on  a 
(2)  {a  —  a'f^ib  —  by+ic  —  cy-      =00'', 

(  3  )  {Xi  —  x\  y-  -f-  (  7/  -fiT-^iZi-  z'i  y-  =  b~b;'  , 

en  désignant  par  B/etB|.  ce  que  deviennent  respectivement  les  deux 
points  A/,  A) ,  lorsqu'on  transporte  les  deux  systèmes  (A, ,  Ao , . . . ,  A„), 
(A', ,  A'j,  .  ..,  A'„)  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  à  faire 
coïncider  leurs  centres  de  gravité. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  les  points  O  et  O'  sont  les  centres  de 
gravité  respectifs  des  deux  systèmes, 


(4) 


s  niiXi  —  o,     X  rn,}'i  =  o,     1  ni/^,  =  o  ; 
i:  niix'i  =  o,     S  /n,r'i  =  o,     X  itiiz'i  —  o. 


En  tenant  compte  des  relations  (a),  (3)  et  (4),  ajoutons  membre 
à  membre  les  n  relations,  déduites  de  (i),  en  faisant  /  successive- 
ment égal  à  1 ,  2,  ...,/?,  après  en  avoir  multiplié  les  deux  membres 
respectivement  par  /;?,,  nin.  .  .  • ,  ni,i]  nous  obtenons 

(5)  ^nuX^i^^  M.ÔÔ''-^  lni,B~n',', 

M   n'étant   autre   chose   (|uc   ^n/,,   ••(•sl-à-diic  l;i    iiuissc   lolalc  de 
cha(|uc  système. 
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Ce  résultat,  qui  nous  a  paru  nouveau,  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  deux  systèmes  matériels  com- 
posés d'un  même  nombre  de  points  ayant  chacun  à  chacun  les 
mêmes  masses,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le 
carré  de  la  distance  de  deux  points  homologues  des  deux  sys- 
tèmes par  la  masse  commune  de  ces  points  est  égale  au  pro- 
duit obtenu  en  multipliant  le  carré  de  la  distance  des  centres 
de  gravité  des  deux  systèmes  par  la  masse  commune  de  ces 
systèmes,  augmentée  de  la  somme  des  produits  obtenus  en  mul- 
tipliant par  la  masse  commune  de  deux  points  homologues  le 
carré  de  la  nouvelle  distance  de  ces  deux  points,  après  que  les 
deux  systèmes  ont  été  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes, 
de  manière  à  faire  coïncider  leurs  centres  de  gravité. 

De  ce  théorème  résulte  immédiatement  le  corollaire  suivant  : 

Etant  donnés  deux  systènies  matériels  composés  d'un  même 
nombre  de  points  ayant  chacun  à  chacun  les  mêmes  masses,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  carré  de  la  dis- 
tance de  deux  points  homologues  des  deux  systèmes  par  la 
masse  commune  de  ces  points  reste  constante  :  i°  lorsque  ces 
deux  systè/nes  se  déplacent  parallèlement  à  eux-mêmes  l'un 
par  'rapport  à  l'autre,  de  manière  que  la  distance  de  leurs 
centres  de  gravité  reste  invariable  ;  2°  lorsque  ces  deux  systèmes 
tournent  d'un  même  angle  et  dans  le  même  sens  autour  d'axes 
parallèles  passant  par  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

2.  Du  théorème  très  général  que  nous  avons  démontré  plus 
haut,  il  est  facile  de  déduire  d'autres  théorèmes,  bien  connus  d'ail- 
leurs, qui  sont  d'un  usage  fréquent  en  Mécanique. 

On  peut  supposer  que  deux  ou  plusieurs  points  de  l'un  quel- 
conque des  systèmes  viennent  à  coïncider  :  le  théorème  subsiste, 
pourvu  qu'au  point  unique  résultant  de  cette  coïncidence  se  trou- 
vent concentrées  les  masses  des  divers  points  superposés. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  que  les  n  points  du  système 
(A,,  A:.,  .  .  . ,  A„)  viennent  à  coïncider  en  O',  centre  de  gravité  de 
ce    système,   la  distance    A,A^  devient   O'A,,   B/B^    devient  égale 
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à  OA/,  et  la  relation  (5)  peut  s'écrire 

(  6 )  i:  /»/ LTAi'  =  M . ÔÔ''-^  Z  im (JÂ~' . 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  suivant,  que  l'on  rencontre  sou- 
vent dans  les  Traités  de  Géométrie  ou  de  Mécanique  : 

Etant  donné  un  système  de  poin (s  matériels,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distance  à  un  point  fixe  donné  est  égale  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque 
point  par  le  carré  de  sa  distance  au  centre  de  gravité  du  sys- 
tème, augmentée  du  produit  de  la  masse  totale  du  système  par 
le  carré  de  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  point  fixe 
donné. 

3.  Considérons  maintenant  un  système  de  points  matériels 
(A|,  Ao,  .  .  . ,  A„)  et  un  a\c  quelconque  (D).  Sur  cet  axe,  proje- 
tons orthogonalement  les  points  A),  Ao,  ...,  A«  respectivement 
en  A'j,  A',,  .  .  . ,  A^^.  On  sait  que  le  centre  de  gravité  O  du  système 
(A,,  Ao,  .  .  , ,  A„)  se  projette  sur  (D)  au  centre  de  gravité  O'  du 
svstème  (A',,  A'^,  .  .  .,  A^J,  à  condition  que  chacun  des  points  du 
second  système  soit  considéré  comme  avant  la  même  masse  que  \c 
point  du  premier  dont  il  est  la  projection.  Il  résulte  de  là  que  la 
relation     5)   s'applique   aux   deux  svstèmes   ainsi    définis.   Mais, 

dans  le  cas  considéré,  Il/;?/A/A^.  a  une  signification  bien  connue  : 
c'est  le  moment  d'inertie  du  svstème  (A, ,  A^,  .  .  . ,  A„)  par  rapport 

à  (D).  Pareillement,  S/»/B/li|  nest  autre  chose  que  le  moment 
d'inertie  du  système  par  rapport  à  l'axe  (D)  transporté  parallèle- 
ment à  lui-même  au  centre  de  gravité  O. 

On  retrouve  ainsi  cette  propriété  fondamentale  des  moments 
d'inertie,  consistant  en  ce  que  Le  moment  d^ inertie  d'un  système 
matériel  par  rapport  à  un  axe  quelconque  est  égal  au  moment 
d'inertie  du  même  système  par  rapport  à  un  axe  parallèle  ait 
premier  et  passant  par  son  rentre  de  gravité,  augmenté  du  pro- 
duit de  la  masse  totale  du  système  par  le  rarré  de.  la  distance 
des  deux  axes. 

A.    INous    venons    de    déduire    de    nolie    théorème    "énéral    deux 


tliéoi'ùmcs  qui  concernent  ;  Tiin  le  moment  d'inertie  d'un  système 
par  ra|)porl  à  un  axe,  et  l'autre  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  système  par  rapport  à  un  point.  Nous  allons, 
d'une  manière  semblable,  établir  un  troisième  théorème  relatif  à 
ce  c[u'on  pourrait  appeler  le  moment  d'inertie  d'un  système  de 
points  matériels  par  rapport  à  un  plan. 

A  cet  effet,  considérons  un  système  (A, ,  Ao,  .  .  . ,  A„)  et  un  plan 
quelconque  (P).  Soient  A',,  A',,  ...,  A',,  les  projections  sur  le 
plan  (P)  des  points  A| ,  Ao,  .  .  . ,  A„.  On  sait  que  le  centre  de  gra- 
vité O  du  système  (A,,  Ao,  .  •  . ,  A„)  a  pour  projection  sur  le 
plan  (P)  le  centre  de  gravité  O' du  système  (A', ,  A'^,  .  .  . ,  A)J, 
chacun  des  points  du  second  système  étant  considéré  comme  avant 
même  masse  que  le  point  du  premier  dont  il  est  la  projection.  La 
relation  (5)  est  par  suite  applicable  aux  deux  systèmes  considérés, 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  systcme  de  points  matériels,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
carré  de  sa  distance  (')  à  un  plan  fixe  donné  est  égcde  a  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chacjue 
point  par  le  carré  de  sa  distance  à  un  plan  parallèle  au  plan 
donné  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système,  augmen- 
tée du  produit  de  la  masse  totale  du  système  par  le  carré  de  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  donné. 

o.  Le  théorème  démontré  au  commencemeni  de  cette  Note 
conduit  encore  très  simplement  à  un  théorème  bien  connu  sur  la 
Ibrce  vive  d'un  système  matériel. 

Supposons  que  A,  A', ,  Ao  A'^,  ...,A«A'„  représentent,  engrandeur, 
direction  et  sens,  les  déplacements  linéaires  siniuji.anés  des  divers 
points  A,,  Ao,  .  .  . ,  A„  d'un  svstème  matériel.  Il  est  clair  que  00' 
représente  en  grandeur,  direction  et  sens,  le  déplacement  corres- 
pondant du  centre  de  gravité  du  système. 

Nous  pouvons  appliquer  la  relation  (5)  aux  deux  systèmes 
(A, ,  Ao,  . .  . ,  A„),  (A'j,  A', ,  .  .  . ,  A|J.  Mais  les  segments,  tels  que 
B/B),  ont  alors  une  signification  très  simple;  ils  sont  égaux  aux 


(')  Les  distances  dont  il  est  ici  question  peuvent  être,  pour  plus  de  géncralilé, 
coniptces  parallélenienl  à  une  même  direction  lîxe  quclconciue. 
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déplacements  subis,  dans  rinlervalle  de  temps  considéré,  par  les 
points  du  système  (A,,  Ao,  . . . ,  A„),  relatkement  à  un  svstème 
de  comparaison  animé  d'un  mouvement  de  translation  identique 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  O.  En  divisant  les  déplace- 
ments simultanés  par  l'élément  de  temps,  supposé  infiniment  petit, 
pendant  lequel  ils  s'eflectuent,  on  conclut  de  (5)  la  relation 

(7)  ^miVj=^l\'--^Zmiuh 

dans  laquelle  r<  est  la  vitesse  absolue  de  A,,  Ui  la  vitesse  relative 
du  même  point  par  rapport  au  système  de  comparaison  défini  plus 
haut,  et  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  svstème. 

Ainsi  se  trouve  démontré  le  théoi'ème  suivant  qui  joue,  comme 
on  le  sait,  un  rôle  important  en  Mécanique  : 

A  un  instant  quelconque,  la  somme  des  forces  và-es  d'un 
système  matériel  est  égale  à  celle  qa  aurait  sa  masse  entière 
condensée  en  son  centre  de  gravité,  augmentée  de  la  somme  des 
forces  vives  du  système  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport 
à  ce  centre  de  gravité. 

6.  Revenons  maintenant  à  la  Géométrie.  En  remarquant  que 
Ton  a,  dans  la  figure  définie  au  début  de  celte  Note, 

b7b;'=  UÂ/-4-  ô^^'-  2.oa/  .(Ta;'.  cus(Oa„  o'a;), 

on  peut  écrire  la  relation  (5)  de  la  manière  suivante  : 


(   Xm,A,A;  =M.UU'  --X/H,OA, 
^^         I  .'- 

\  -^  z  m,  u'a;  —iz  iHi  OA, .  o'a;  cos(oa„  o'a;). 

Si  l'on  suppose  que  les  points  des  deux  systèmes  soient  situés  res- 
pectivement sur  deux  droites  (D)  et  (D'),  la  dernière  relation 
devient 

l|  X  m  i  A  <  A  ;  '  =  M .  O  O'  V  1  m ,  ÔX^' 

(9)  <  ., 

r  -f-  Sw/U'A'"  —  •;'.(i:w,OA,0'A;)cos(l),  D'); 

et,  dans  le  cas  où  les  droites  (D)  et  (D')  sont  reclangulaircs,  elle 
se  réduit  à 

iu*)  )î.ni,  A,A;^=  M.0()'%- ilm/ÔÂ^V  i://J,C)\\^*. 
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En  variant  cl  particularisant  les  données,  on  déduirait  facile- 
ment de  ces  relations  divers  théorèmes  de  Géométrie  que  nous 
n'énoncerons  pas  ici.  Nous  nous  contenterons  d'en  conclure, 
comme  exemple,  une  propriété  connue  du  quadrilatère. 

Soit  abcd  un  quadrilatère  quelconque,  plan  ou  gauche.  Dési- 
gnons par  H  l'angle  des  deux  directions  aO  et  cd,  et  considérons 
deux,  systèmes  matériels  composés  l'un  des  points  a  et  h,  l'autre 
des  points  c  et  d  correspondant  respectivement  art  et  à  h.  Si  l'on 
suppose  les  masses  des  quatre  points  égales  à  l'unité,  les  centres 
de  gravité  des  deux  systèmes  seront  les  points  milieux  p  et  q  de 
ab  et  de  cd,  et,  en  appliquant  la  relation  (9),  on  aura 

(11)  ac  -^  bd   =  Q.pq  -^  ipa  -^"xqc  — 4/?a. grc  cos6. 

Associons  maintenant  respectivement  les  points  (i  et  h  du  pre- 
mier système  aux  points  f/ct  c  du  second;  nous  aurons,  en  appli- 
quant de  nouveau  la  relation  (9),  et  observant  que  les  directions  ab 
et  de  font  entre  elles  l'angle  t:  —  B  : 

(12)  ad  -^  bc  =  ipq  -^  ipa  -^'iqc  —  4/'a.gc  cos6. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  relations  (i  i)  et  (12),  nous 
obtenons  la  relation  bien  connue 

ac  -^  ad   -4-  bc  -^  bd   —  \pq   -i-  ab  -^cd  . 


Problema  duplex   Cnlendarii  fiindameutaU^  : 
Par  ÎNI.  Ch.  Zeller. 

(Séance  du  16  mars  i883.) 

PiiOBLEMA  1.    —   Ex   data  die,  mense,    anno,  so'eitbj  in\en(i  e 
feriam  sh'e  diem  septinKtnœ  appertinentem. 
Sit 

l  numerus  sœcularis  ; 

e  residuum  ejus  ex  divisionc  pcr  4  ; 

le  annus  intra  sseculum  ; 

m  numerus  mcnsis  : 

<j  «  chci. 
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In  divisione-?  — >  •••  fractiones  omlttantur,  retentis  solis  nume- 
4     lo 

ris  inlegris  ex  divisione  oriundis. 

Régula.  —  Colligatur  summa  : 

„  ,      ,     .    ^  .  (m-^\')'>.^       ,       k  ,     ,      , 

1°  Pro  calendario  Grefroriano. .     q -, '- T-fc-r--  —  'i.e     (velM-ae), 

^  jo  4 

I    I-  fw  — iWX)  k 

2  »  Juliano o- -A+  -  —  (l-r-a); 

lo  4 

dividatur  per  ^,  residuum  par  erit  numéro  diei  liebdomadis  quee- 
sito. 

Menses  januarius  et  februarius  anno  prœcedenti  adscribendi 
atque  ut  tertius  et  quartus  decimus  hujus  niensis  inducendi  sunl. 

Si  in  summatione,  id  quod  licet,  multipla  numeri  'j  rejiciuntur, 
calculus  est  faciliori  negotio  et  sine  calamo  perficietur. 

Terminus  primus  q  cum  unoquoque  die,  alter  mense,  tertius 
anno,  quartus  cum  anno  bissextili,  quintus  cum  quovis  sœculo 
variatur. 

Exemplum.  —  \i  oct.  149^  (orbis  novi  detectio)  : 

I  =i4,     k  =  92,     -  =  23,     m  =  10,     <7  =  12, 
I2-i-(l0-+-l)  X  2,6-T-92-i-  23  —  (i4  -^-2) 

=  12  -^  28  -f-  92  -1-  23  —  16  =  139  =  7. 19  -f-  6: 

incidit  ergo  dies  ille  ferià  sextà,  vel  die  ^  encris. 

Problema  II.  —  Calculus paschalis. 
(a)  pro  Calendario  Jub'ano  : 

Reguld.  —  I"  A -t-  51  dividatur  |)cr  19,  residuum  sit  a  \ 
2"  190+  i5  dividatur  per  3o,  residuum  b. 

Numerus  ^  prœbet  terminum  pascbalcm  iiidicaus  qu(jlA  die  post 
21  martii  plenilunium  paschale  incidat  ; 

3"  Addendo  ad  h  nuincrum  /,•  -j-  7  —  I  cl  (iiNidcndo  per  -,  ha- 
béas  residuum  d\  lùm  Pascha  erit  />-h7  —  c/diebus  posl  :>  i  martii; 
vel  "j  —  d  die  post  pleniKinium. 

{h)  Pro  Calendario  (jregoriano  : 

licgula.  —  i"/r-!-:')I  di\id;isp('r  19,  rcsuhiuiiw/. 
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•j."  Ad  \i\a  +  I J  addas  niimerum  /i  =  1  — '- —  qui  nu- 

inerus  per  complura  steciila  non  niutatur  et  7,  8,  9,  valet  pro 
annisiiitrà  i583-ijoo,  1-00-1900,  1900-2200;  summam  dividende 
per  3o  habebis  residuum  />,  numerum  plenilunii. 

3"  Ad  h  adde  A ■+  4  +  2  —  ie\    divide  per  7,    restât  d\    tum 

4 

Pascha  incidet  (^+7  —  à)  die  post  21  marlii,  vel  (7  —  c/)  die 
post  plenilunium. 

Si  in  3"^  summadividendamulLiplum  estipsius7,  ponatur  <:/=o, 
excepte  eo  casu  :  cum  item  6  ^  29  aut  6  =  28  et  simul  a  >>  10, 
quo  casu  d=^~  suniendum  est.  Casus  posterior  incidetanno  1954- 

Exemphun.  —  Pascha  anni  i88(3  : 

1=18  =  4.4  +  2,     e  =  2.     /l  =  8G,     -^  =  21,     86-^5.18  =  176=19.9-4-5, 

4 

«  =  5,     19.5 -T- i5 -4- 8  =  1 18  =  3o.3 -f- 28, 
6  =  28,     28 -f- 86 -!- 21 -^  2  —  2.2=133=7.19-^0,     d  —  o. 

(quiasimul  a<^io). 
Pascha  incidet 

28-1-7  —  o  =  35°  die  post  21  martii  =  56  niartii  =  25  apiili?. 


Sur  les  cas  de  résolubilité  par  radicaux  de  V équation. 
du  cinciuième  degré;  par  M.  Pekuik. 

(Séance  du  i5  décembre  1882.) 

1.  Dans  une  Note  insérée  au  Bulletin  (t.  X,  n°  o,  p.  139),  j'ai 
montré  que,  lorsque  les  coefficients  de  l'équation  du  cinquième 
degré  privée  de  second  terme 

(1)  x'' -^  lopx^-r- loqx--^  5rx -\- s  ^=  o 

satisfont  aux  deux  conditions 
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les  cinq  racines  de  l'équation  ont  j)<)iir  expression 

a  -f-  b, 

O'-rr  +  O/;, 

0  étant  une  racine  cinquième  imaginaire  de  l'unité,  et  o  el  b  ayant 
respectivement  pour  valeurs 


V^^^ 


s  -+-  \/s'  -+-  I  -iSp'^  )  >      \ /  7  (  ~  •*  ~  v/-^^  -+- 1 '^^P' )  ' 


OÙ  l'on  peut  remarquer  que  s- -+-  l'iHp-'  est  la  racine  carrée  du  dis- 
criminant :  ce  qui  complète  l'analogie  de  cette  formule  de  résolu- 
tion avec  la  formule  de  Cardan  pour  l'équation  du  troisième  degré. 

12.  Il  existe  un  autre  cas  où  les  racines  de  l'équation  (i)  s'ex- 
priment encore  au  moyen  de  deux  radicaux  cinquièmes  seulement. 
Supposons  qu'on  ait  d'une  manière  générale 

p  devant  recevoir  les  cinq  valeurs  successives  i,  a,  3,  /\,  5,  de 
telle  sorte  que  Xp  représente  successivement  les  cinq  racines  de 
l'équation  (i).  Elevons  à  la  puissance  m  les  deux  membres  de  l'é- 
([ nation  (:>.)  : 


m(  m  —  I  ) . . . (  /n  —  A"  -+-  i  ) 


{^{m^h)p  (im-h  IjI.-  _i_  .  ^  ,_|_  Oimpfjm^ 


Ajoutons  membre  à  membre  les  cinq  é(juations  semblables  cor- 
respondant aux  cinq  racines.  Nous  obtiendrons  dans  le  premier 
membre  la  somme  S.r'"  des  puissances  /??"'""' des  cinq  racines; 
dans  le  second,  il  ne  subsistera  que  les  termes  dans  lesquels  l'ex- 
posant (le  0  est  égal  à />  mulliplié  par  un  multiple  de  :")  ;  cliaciin  de 
ces  lermes  se  IroiiNcra  d  adicuis  niulhplié  piir  .').  (  )ii  aura  ainsi,  en 
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laisant  succcssivemenl  /n  =  i ,  2,  3,  i,  5, 

Zx  =0, 

1^-3=  I  5ab-, 
Z  x'*  =  loa^b, 

Comparant  ces  valeurs  des  sommes  de  puissances  sendjlables 
des  racines  à  celles  que  donnent  les  formules  de  Newton  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  l'équation,  il  vient 

P  =  0, 
2<7  =  —  ab-, 
r  =  —  a^  b, 


ce  qui  donne 


a-5  = ,      b 


^'  A.  _8^' 


avec  l'équation  de  condition 

(3)  \Ç)q'*-^  iqrs  —  r^  =  o. 

Si  donc  l'équation  (i)  est  de  la  forme 

x'"  -~  \o  q x'^  -r-  b  rx  -;-  s  =  o, 

et  si  les  coefficients  q,  /•,  s  satisfont  à  la  relation  (3),  les  cinq 
racines  de  l'équation  seront  données  par  la  formule 

(4)  ^^^-O/^yZ—^O^/'y/-^     (y.  =  i,2,  3,4,  5), 

où  0  est  une  même  racine  cinquième  imaginaire  de  l'unité,  quel- 
conque d'ailleurs,  et  où  les  radicaux  sont  pris  avec  leurs  valeurs 
arithmétiques. 

3.  Les  deux  formes  ^p  a -^  ^' p  b  cl  O/'r/ -{- O-'/'Z^,  qui  viennent 
d'élrc  considérées  successivement  comme  expressions  de  la  ra- 
cine Xp  de  l'équation  du  cinquième  degré,  sont  des  cas  parliculicrs 
de  la  forme  générale 

(  5  )  X,,  =  0/'  a  -T-  0-/'  6  -H  ô^/'  c  —  0*/'  (/. 
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à  laquelle  on  sait  que  doit  pouvoir  se  ramener  l'expression  de  la 
racine  de  toute  équation  du  cinquième  degré  privée  de  second  terme 
et  résoluble  par  radicaux;  œ' ,  b^,  c'\  d^  étant  d'ailleurs  racines 
d'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  coefficients  doivent 
être  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  la  proposée. 

D'autre  part,  Lagrange  a  montré  que,  pour  l'équation  générale 
du  cinquième  degré,  les  coefficients  de  la  résolvante  du  quatrième 
degré,  qui  donneraient  a^,  Z>^,  C"*,  d'\  dépendent  d'une  seule 
équation  du  sixième  degré;  il  semble  donc  que  toutes  les  fois 
qu'une  équation  du  cinquième  degré  est  résoluble  par  radicaux, 
l'équation  correspondante  de  Lagrange  du  sixième  degré  doive 
avoir  au  moins  une  racine  rationnelle;  et  il  serait  intéressant  de 
pouvoir  la  former  explicitement.  Malheureusement  la  méthode  de 
Lagrange  conduit  à  des  calculs  à  peu  près  impraticables,  et  il  ne 
paraît  pas  que  ces  calculs  aient  jamais  été  poursuivis  jusqu'au 
bout  :  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  cette  question  ont 
préféré  se  donner  a  priori  des  fonctions  des  racines  choisies  de 
manière  à  n'avoir  que  six  valeurs  distinctes,  et  à  se  prêter  au  calcul 
direct  des  coefficients  de  l'équation  du  sixième  degré  dont  elles 
dépendent;  c'est  ainsi  que  J\L  Hermitc  a  considéré  la  fonction 

■+-{xi  —  x3y-{x3—Xiy'(x5~-x.2y{x.i,  —  Xiy-{x:,  —  xiy-, 

dont  les  six  déterminations  sont  racines  d'une  équalion  avant  pour 
coefficients  des  invariants  de  la  ibrme  du  cinquième  ordre.  Une 
autre  réduite  du  sixième  degré,  calculée  par  M.  Cavlev,  est  celle 
dont  les  racines  sont  les  six  déterminations  de  Toxprcssuju 

{xi  Xi  -r-  x-i  Xi  -^  j-j  j"i  -r-  ^4  rj  -4-  rj  .r ,)  —  {x^x-i-r-  Xi  Xi  -i-  j-5  jr,  +  ^i  ^\  ■+-  ^4  -i'i), 

mais  celte  réduite,  de  forme  plus  simple  cpic  la  jjrécrdcnte,  ne 
possède  pas  le  même  caractère  d'invariance  des  coefficients. 

En  apj)liquant  à  la  forme  générale  (5)  exactement  le  même  pro- 
cédé de  calcul  emplové  ci-dessus  pour  le  cas  parlicidier  de  la 
forme  (a),  j'ai  été  conduit  à  une  noiiNclle  réiluitc  du  sixième 
ordre,  d'une  simplicité  remarcpiable.  l^es  calculs,  bien  (pic  ne  pré- 
sentant aucune  diflicult('',  siuit  trcq)  longs  pour  être  dé\el()|)pés  ici, 
ani'-i  «pie  les  consécpienccs  intéi'cssaiites  <pii  se  <.lé(ltii>(  ni  ilii  lé- 
siillal  (il)lenii,  et   |e  me  pr()|)ose  d'en   tanc  lObiel  d'un  liaNad  >|)('-- 
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cial.  Je  crois  cependant  devoir  donner  immédiatement  la  forme  de 
la  réduite  et  l'énoncé  du  principal  théorème  qui  s'y  rattache.  Voici 
cet  énoncé  : 

Soient  L  la  forme  générale  binaire  du  cinquième  ordre', 
T  <son  coiariant  canonique  {coiariant  du  troisième  ordre,  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  U,  et  dont  les 
trois  facteurs  permettent  de  transformer  U  en  une  somme  de 
trois  cinquièmes  puissances);  P  son  cocariant  linéaire  le  plus 
simple  {du  cinquième  degré  par  rapport  aux  coefficients 
de  U)  ;  posons 

25T2— LP  =  o. 

Cette  équation  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  variables 
et  du  sixième  degré  par  rapport  aux  coefficients  est  la  ré- 
duite dont  il  s'agit.  Si  l'on  peut,  par  un  moven  quelconque, 

déterminer  l'une  des  racines  -  de  cette  écpiation  ou.  ce  qui  re- 
tient au  même,  l'un  des  facteurs  du  covariant  20 T- —  LP,  il 
suffira  de  résoudre  ensuite  deux  équations  successives  du  second 
degré  pour  obtenir  les  quatre  quantités  «',  6^,  c'^,  d^,  et  fjar 
suite  l'expression  des  cinq  racines  de  l'équation  U  =  o,  sous  la 
forme  (5),  à  condition  d'y  ajouter  le  terme  constant  provenant 
du  second  coefficient  de  U,  lorsqu'on  ne  l'a  pas  fait  préala- 
blement disparaître. 


.^ur  ce/tains  développements  en  série  de  puissances  : 
Par  M.  Ai'vELL. 

(Séance  du  18  fé>Tier  i883;. 

Les  développements  en  série  dont  je  me  suis  occupé  [Mathe- 
matische  Annalen.  l.  \XI.  p.  118,  et  Acta  mathematica.  t.  T. 
p.   145)  conduisent  aux  remarques  suivantes  : 

I.  Soient  deux  cercles  C  et  C  qui  ne  sont  pas  entièrement  inté- 
rieurs l'un  à  l'autre.  Alors  toute  fonction  f{x),  holomorphe  en 
tous  les  points  du  plan  extérieurs  à  la  fois  aux  deux  cercles,  est. 


-  GG  - 
en  ces  points,  représentée  par  une  série  de  la  l'orme 

a   et  a'  désignant  les  affixes  des  centres    des  deux  cercles.  Cela 
posé  : 

i"  Si  les  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  ce  dévelop- 
pement (i)  n'est  possible  que  d'une  manière;  les  coefficients  Av 
et  A,^  sont  déterminés  par  les  formules 

2-fA,^=   i  f{x){x  —  ay^^dx^      27riA,^=    1  /{x){x  —  a'y-^ dx. 

2"  Si  les  deux  cercles  se  coupent  ou  seulement  se  touchent,  le 
développement  (i)  est  possible  d'une  infinité  de  manières  ;  en 
d'autres  termes,  on  peut  former  une  infinité  de  séries  dé  la 
forme  (i)  ayant  pour  somme  zéro.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre 
une  fonction  C2(^)  holomorphe  en  tous  les  points  non  communs 
aux  deux  cercles;  cette  fonction  '-^{^x^  sera,  à  l'extérieur  de  C, 
développable  en  une  série  de  la  forme 

o(x)  =    7 — rr; 

^(x  —  ay 

v  =  U 

à  l'extérieur  de  C,  cette  même  fonction  sera  développable  en  une 
série  de  la  forme 

o{x)  =  S\        ^'    ,    ;     B;  =  Ro='f(^); 
la  différence  de  ces  deux  séries 

h: 


S(.r)  =  >      y—r- '—— 

Àmi\(T-  a^'        (x  —  n)''\ 


fsl  imc  série  convergente  en  dcliors  des  dcn\  cercles  C  et  C  et 
ayant  pour  somme  zéro.  Oti  peut  donc  ajouter  celle  série  S(.r) 
au  (li'Vfloppenionl  (  i)  sans  cpic  ce  (N'-vcloppcinent  cesse  de  repré- 
scnlcr-  /'(.r  ). 
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Mais  on  peut  préciser  davantage  l'indétermination  du  déve- 
loppement (i)  et  montrer  que,  dans  ce  développement,  les  coeffi- 
cients A,,  Aa,  .  . .,  Av,  . . .  peuvent  être  pris  arbitrairement  pour 
toutes  les  valeurs  de  v  inférieures  à  un  nombre  déterminé  /i -j-  i , 
si  grand  soit-il.  Pour  mettre  ce  fait  en  évidence,  considérons  la  sé- 
rie S' [x)  obtenue  en  prenant  les  dérivées  des  termes  de  la  série 
S{x) 

cette  série  est  aussi  convergente  en  dehors  des  cercles  C  et  C,  et 
elle  a  aussi  pour  somme  zéro.  D'une  façon  générale  désignons 
par  S'*^(a:)  la  série  formée  par  les  dérivées  d'ordre  k  des  termes 
de  la  série  S(^):  cette  série  sera  convergente  aux  mêmes  points 
que  S (x)  et  aura /?Oi^r  somme  zéro.  Nous  pouvons  de  plus  sup- 
poser que,  dans  S(j?),  le  coefficient  B,  est  différent  de  zéro;  par 
exemple,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  de  prendre  pour  la 
fonction  ©(^j  qui  a  servi  à  l'ormer  S(j"), 


a  étant  un  point  commun  aux  deux  cercle:s  ;  alors  B,  =  i. 

Cela  posé,  nous  pouvons,  sans  changer  la  somme  delà  série  (i), 
lui  ajouter  le  développement 

Xo  S(.r)  +  Ài  S'Cr)  +.  .  .+  X„_i  S<«-ii(:r), 

dont  la  somme    est  nulle  ;  mais  on  pourra  déterminer  les  para- 
mètres 

Ao)    Al  ,    Ào,    ....    A,t_i 

de  façon  que,  dans  la  nouvelle  série 

/(a:) -+- XoS(.r)+ X,  S'(.r) +.  .  .H- X„_,  S'«-')(:r). 
les  coefficients  de 


./•  —  a        (  X  —  r/)-  (x  ~  a  )" 

prennent   des   valeurs    données    d'avance.   Donc    ces   coefficients 
peuvent  être  pris  arbllrairemenl,  comme  nous  l'avons  annoncé. 
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Les  coefficients  de ;>  —,y  •  •  •  >  : —  sont  alors  dé- 

x  —  a     {  X  —  a  )-  (x  —  a  )" 

terminés  par  les  formules  suivantes  dans  lesquelles  l'indice  CC 
indique  que  les  intégrales  qui  en  sont  affectées  sont  prises  sur  une 
courbe  fermée  enveloppant  les  deux  cercles  C  et  G'. 

/         f{x)dx  =^  ■ir.i{Ai-h  \'i), 
•^'cc 

Jf      x/{x)dx  =  27rt(aAi  +  a' A',  -h  A2  +  Ao  ), 
ce 

Jf    x-f{x)dx  —  2  7:i(a- Ai-f-  a'- A',  -t-  2«  Ao-t-  2  a' A',  -1-  A3-!-  A3), 
ce      '  '  * 

II.  Supposons  que  les  deux  cercles  C  et  C  ne  soient  pas  entiè- 
rement extérieurs  l'un  à  l'autre;  alors  toute  fonction y(j"),  holo- 
morphe  aux  points  situés  à  la  fois  à  Fintérieur  du  cercle  C  et  à  l'ex- 
térieur du  cercle  C,  est  développable  en  une  série  de  la  forme 

comme  précédemment,  ce  développement  est  possible  d'une  infi- 
nité de  manières  ou  d'une  seule  manière,  suivant  que  les  cercles 
G  et  C'  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas. 

III.  Ges  résultats  s'étendent  aisément  aux  cas  on  rciii  ((tnsidèrc 
un  plus  grand  nombre  de  cercles. 

Une  fonction  y(j:)  liolomorphc  en  tous  les  points  situés  à  la  lois 
à  Vintériew  d'un  cercle  de  centre  a  et  à  Ve.rtrrirttr  de  n  ceirlrs 
de  centres  <7),  rr.,  •■•-  0,1  est  dévelo|ipable  en  ces  |)(tiiils  en  nue 
série  conveiiicntc  de  hi  Inniu' 


*   -:  Il 


(  3  )  /(x  )^S\\Jx  —  a  V  -r-  V    V  — - 


(/.! 


(  X  —  m,  )•' 


i"  Si    les    cercles    en    rnieslion    n'nnl    aucun   poiril  commun,  ce 
dé\eloppcmenl  n'esl  possihlc  (pic  <l  une  seule  iiKiiiièrc:  les  coelli- 
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cienls  sont  déterminés  par  les  équations 

(4)     i-iX.  =  /        ''^^'.,    ,  dx,      i-iX[''^  =  /    fix){x  —  Uki'-^dx, 
J^-{x~ay+i  Je/  ' 

les  indices  G  et  C^  indiquant  que  les  intégrales  sont  prises  sur  les 
circonférences  G  ou  G^  de  centres  a  ou  cik. 

2°  Si  au  contraire  deux  ou  plusieurs  des  cercles  en  question  se 
coupent  ou  seulement  se  touchent,  le  développement  en  série  (3) 
est  possible  d'une  infinité  de  manières;  le  degré  d'indétermina- 
tion des  coefficients  Av  et  Aï,*'  est  fixé  par  les  conditions  suivantes  : 
si  le  cercle  G  ou  l'un  des  cercles  C/(  n'est  rencontré  par  aucun 
autre  cercle,  les  coefficients  Av  ou  AJ,*'  relatifs  à  ce  cercle  sont  tou- 
jours déterminés  parles  formules  (4)  et  ne  sont  susceptibles  que 
d'une  valeur;  ce  ne  sont  que  les  coefficients  relatifs  aux  cercles 
qui  se  rencontrent  qui  sont  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs. 


Démonstiation  du   théorème  de  Claiisen  et  de  Staiidt, 
sur  les  nombres  de  Bernoulli;  par  ^I.  Edouaud  Lucas. 

(Séance  du  G  avril  iS83.) 

Clausen  et  Staudt  ont  découvert  en  même  temps  sur  les  nombres 
de  Bernoulli  un  théorème  fort  remarquable  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi  :  On  a  pour  les  nombres  de  Bernoulli  l'expression 

R     -  A  III  I 

dans  laquelle  Aq,  A, ,  Ao,  .  .  . ,  A„  désignent  des  nombres  entiers, 
et  2,  a,  |i,  .  . . ,  \  tous  les  nombres  premiers  qui  surpassent  de 
Vunité  tous  les  diviseurs  de  n.  Nous  donnerons  de  ce  théorème 
une  démonstration  directe  qui  repose,  d'une  part,  sur  la  méthode 
de  sommation  des  puissances  que  l'on  doit  à  Fermât  cl,  d'autre 
part,  sur  les  théorèmes  de  Format  et  de  ^\  ilson.  Posons 

Xp  =  x(x  -^i){x  -^  T.).  .  .{x  -\-p — l), 
cl  désignons  par  F^  la  somme  des  p  premiers  nombres  pris  q  à  q, 
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nous  aurons 

si  l'on  remplace  successivement  p  par  i,  2,  3,  .  .  . ,  /?,  on   obtient 
n  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  quantités 

En  développant  leur  déterminant,  suivant  les  éléments  de  la  der- 
nière colonne,  on  a 


(l)  X'^  =  Xn  -+-  A,  X„_i  +  .  .  .  -I-  ^n-p+l  Xp-i 

après  avoir  posé 


(— i)"-^+'A„-/,+, 


Mais,  d'après  la  théorie  des  combinaisons, 


-4-...-H  A„_iXi 


r' 

rL. 

I 

n-. 

r;i_.,    . 

Y"-P 
^  ii—î 

0 

I 

rA-3    ■ 

Y"-l>-  1 
•  «-3 

0 

0 

0 

r' 

r'"  —  r'~' 


7  ^  <7- 1  ' 


par  conséquent,  si  l'on  retranche  respectivement  des  éléments  de 
la  première  ligne  ceux  de  la  deuxième  multipliés  par  n  —  i ,  de  la 
deuxième  ceux  de  la  troisième  multipliés  par  ?i — î,  etc.,  on  pourra 
ramener  tous  les  indices  inférieurs  de  F  à  /?  —  i .  Donc 


(— l)"-^+'A,, 


r;.. 


I       r'       r^ 


r«-/' 
p«-/>- 1 


Cela  posé,  désignons  par  />  un    iiondjrc  premier  impair;   la  con- 
gruence 

{x  —  \){X  —  -i).  .  .(X  — />  -(-  l)  -H  I  —  J-/'-'  ==0,      (  lliod.  />), 

de  degré  p  —  :>.,  étant  vériliée  par  />  —  i  valeurs  non  congrues  de  x, 
savoir  :   1 ,  ;>,,  3,  ...,(/>  —  1),  est  idcnliquc  ;  piir  suile, 


r;-,^r,.    r^ 


n   I 


p   I 


yp    I 


el,  d'ailleurs,  r^_,  est  mil  pour  7  >/>< — i.  En  porlaiiL  ces  résul- 
tats dans  l'expression  de  ^n-p+i,  on  obtient  un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  sont  nuls,  à  l'exception  de  deux  lignes  obliques 
parallèles  à  la  diagonale  principale,  dont  l'une  a  tous  ses  éléments 
égaux  à  +  I ,  et  l'autre  à  —  i .  Ou  voit  très  simplement  que  ce  dé- 
terminant est  égal  à  i  ou  à  o,  suivant  que  le  nombre  des  colonnes 
n  —  (p  —  i)  du  déterminant  est  ou  n'est  pas  multiple  de  p  —  i . 
Par  suite, 

A„_p4-i==i   ou  =0,     (mod.p), 

suivant  que /:>  —  i  est  ou  n'est  pas  diviseur  de  n. 

Mais  si,  dans  la  formule  (1),  on  remplace  x  par  i,  2,  3,  .  .  . ,  x, 
et  si  l'on  fait  la  somme  S„,  on  obtient  par  la  méthode  de  Fermât 

(j         X/t-ui  X„  Xy  X2 


^ 


2 


En  prenant  avec  Bernoulli  (Ars  conjectandi)  le  coefficient  de  x 
dans  S„,  on  a  pour  le  nombre  de  Bernoulli  l'expression 

1.2.3. ..n  ,  r?:}  ._ 

En  laissant  de  côté  les  dénominateurs  1  et  4,  que  l'on  traite  im- 
niédiatemenl,  on  voit  qu'en  supprimant  les  entiers  la  fraction 

se  réduit  :  i"  à  zéro,  pour  ^  composé,  puisque  i  .2.3. .  .(«y  —  2) 
est  divisible  par  q;  1"  à  zéro,  pour  q  premier,  lorsque  q  —  i   n'est 

pas  un  diviseur  de  n;  3"  à  — ,  pour  q  égal  à  un  nombre  premier/) 

impair  tel  que />  —  i  divise  n,  puisque  alors 

A„./,4-i==i.     r^^ll=— I     (mod./)).  c.  Q.  K.  D. 
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Su/'  deux  séries  nouvelles  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus 
cV un  arc  donné;  par  M.  David. 

(Séance  du  i(i  mars  i883.) 

Ces  séries  sont  les  suivantes  : 

'   cos  a;  =  I =^— -  +  - — ^— — ; — - 

i  .itJ  I  .  2  . 3 . 4  -71* 

_  4.r-^  (4^2— 2^-â:2)(4^2_  42^2) 
1.2.3.4.5.67:6 

(A) 

ix         2x{^x- — t:2)         ■îx[\x'^ —  "i'^T^-) 

TI  1.2.3-3  1.2.3.4.57:5 

_  23^(437^—  7r2)(4jg^—  3^7:2)(4y^—  y-T.'-) 
1.2.3.4.5.6.77:" 

Elles  expriment  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  donné  x  en 
mettant  en  évidence,  dans  les  numérateurs  de  leurs  termes,  suc- 
cessivement, les  racines  des  éqlialions  sinj7  =  o,  cos.r  =  o.  Pour 
une  valeur  de  x  comprise  entre  deux  racines,  les  deux  termes  con- 
sécutifs correspondants  ont  le  même  signe;  à  partir  de  là  les 
signes  des  termes  ne  changent  plus,  et  ceux-ci  vont  en  diminuant. 
Ces  formules  sont  d'ailleurs  convergentes,  comme  les  formules 
connues,  pour  une  valeur  finie  quelconque  de  x;  et  la  conver- 
gence ne  devient  manifeste  (ju'à  partir  du  moment  où  tous  les 
termes  ont  le  même  signe. 

Pour  les  démontrer,  je  pars  des  formules 

\2k-i-l)mT.  . 


ino-i 


e  ^  '1 


m-  (  ni^  —  2-  ) 
1 .2  "  1.2.3.4 


.    m(  2 
sin 


i  r  m  m  (  ttr-  —  I  ) 

-. r—     —  cosx —  cos-^a  -t-... 

/>•  ■+-  1)t.   L    I  I  .  2  .  i  J 


{■^■) 


I  1.2  1.2.3.4 

,  /  ///  ni{iii^—  I  ) 

=!=  ; —  —  Mil  a  — —    sm  'a  -i   .  .  . 

cov  nil>  -  I  I  .  •/ .  i 
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qui  développent  rexponenlielle  en  puissances  des  sinus  ou  cosinus 
de  l'arc  a;  la  première  formule  ayant  lieu  pour  l'arc  a  compris 
entre  les  ai'cs  limites  kr.  et  [k  +  1)7:;  la  seconde  pour  l'arc  a  com- 

pris  entre  les  arcs  hmites  ^ et  ;  les  signes  supé- 
rieurs devant  être  pris  ensemble,  et  de  même  pour  les  signes 
inférieurs;  sous  cette  réserve,  le  nombre  quelconque  m,  l'arc  a  et 
par  suite  le  nombre  entier  A"  sont  toujours  positifs. 

Leur  démonstration  est  très  simple. 

Par  exemple,  pour  la  formule  (i),  on  pose 

X  =  cos  a,     y  ^  cos  a  -7-  i  sin  a, 

ce  qui  donne  l'équation  algébrique 

y^  —  2J"jK  -t-  I  =  o, 

laquelle  fait  connaître  que  les  deux  valeurs  de  y  et  leurs  puis- 
sances sont  développables  en  série  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières et  croissantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x  est  plus  petit 
que   I.   En   posant  ensuite  (;  =  e'«^'=  v'",    on    forme   l'équation 

différentielle 

d^-  V  dv  . 

ax'-  dx 

De  là  on  déduit,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  x  =  cos  a, 

.    r          //t^                   ni-(in'^  —  2^)  1 

r  =  A     I  —     —  cos-  a  -i — ; — -  cos*  a  -^ .  .  . 

L       I .  ît  1.2.3.4  J 

.     \tn                 m(  nf^ — 1)         ,  "1 

-i-  Al     —  cosa —    cos'  a  -f-  .  .  ,    ; 

[l  1.2.3  J 

les  constantes  arbitraires  A,  A,  se  déterminent  ensuite  en  donnant 

I         I                  •      1  •  >                (  2  A"  -f-  r  )  77  .  1       I  •     • 

a  a  la  valeur  particulière  a= ^ — —  ■>  comprise  entre  les  limites 

déterminées  ci-dessus,  savoir  kr.  et  (k  -+- 1)~. 

La  démonstration  de  la  formule  (2)  a  lieu  d\iiie  manière  ana- 
logue, en  posant  x^=s\ny.,   ce  qui  fournit  l'équation  algébrique 

y'-  —  iixy-+-i  =  0, 

pour  déterminer    les  limites,  et  la   même  équation   différentielle 
pour  déterminer  la  série. 

En  séparant  les  imaginaires,  on  retrouve;  les  quatre  formules  de 
Poinsot,  pour  exprimer  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  de  lare; 


et  il  est  clair  que  réciproquement  celles-ci  pourraient  servir  à 
remonter  aux  formules  (i)  et  (2).  Seulement,  dans  la  marche  que 
nous  suivons,  le  nombre  k  est  déteiuniné  a  priori,  parce  qu'on  sup- 
pose que  c'est  l'arc  a  qui  est  donné,  tandis  qu'en  supposant  avec 
Poinsot  que  l'on  donne  cosa  ou  sina,  l'arc  et  par  suite  le  nombre  k 
restent  indéterminés. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  sont  établies  par  là  que  pour  les 
valeurs  de  a  comprises  entre  les  limites  indiquées.  Il  y  a  lieu 
d'examiner  si  la  convergence  subsiste  à  ces  limites,  et  c'est  cet 
examen  qui  donne  la  démonstration  des  deux  séries  (A.)  dont  il 
s'agit.  Il  suffit  de  considérer  la  formule  (1),  attendu  que  la  for- 
mule (2)  conduit  aux  mêmes  résultats. 

Les  limites  sont  données  par  y.  =  k~  et  a  =  (A" -H  1)7:;  en  fai- 
sant cette  substitution,  on  a  les  deux  séries 

1.2  1.2.3.4  ' 

H  = -—'  H-  .  .  . , 

1  1.2.3 

dont  la  convergence  n'est  pas  démontrée;  et  par  suite  on  ne  peut 
aftirmer  l'existence  des  deux  formules 

!(2  A-t-llwr 
(,m/.-.i  =  e  2  (  G  Z^  i  H  ), 

<2A-(-  Uinz 
emik+lW=g  2  (G±îH), 

déduites  de  (i),  les  signes  supérieurs  étant  relatifs  au  cas  de  />"  pair 
et  les  signes  inférieurs  au  cas  de  /.  impair. 

Les  séries   G  et  H   rentrent  précisément   dans  la  catégorie  de 

celles  pour  lesquelles  le  rapport  ~ de  deux  termes  consécutifs 

est  égala  l'unité  ])onr  une  valeur  de  //  inniiiment  grande.  Si  l'on 
considère  la  série  G,  on  a 

,       „  .         /r-  -!-  2  /j  -I-  I 

u„.   1  /II-—  ■}^(n  -,- 1  )•!  4 


(2«-+-3)(2/J-H.f)  7 


La  règle   ilc   finiiss  csl     ;ip|>lic;il»lc.    |uiis(|ii('    iniis   les   Iciincs  de    |;i 

série  finiNs<til  |i;i|-  ;i\  du  Ir   rin'nH'  -«i^iic.  <  hi  \  i  li  I  .il()r>  (iiie  '>,  —  -  +  l 
'  ■    •  '2 


est  ncgatir,  d'où  l'on  conclut  que  la  série  est  convergente.  En  ce 
qui  concerne  la  série  H,  on  a  de  même 


U,i-\-\     _  /W2  —  (  2  71  -4-  I  )2         _  /, 

Un  (art  +  2)(2n -t- 3)  „       5  3     ' 

2  2 

en  considérant  encore   les    coefficients   de   /?,    on   reconnaît   que 

5  •  ... 

I \-  i  est  négatif,  et  par  suite  il  y  a  toujours  convergence. 

Ceci  posé,  les  équations  (3)  déterminent  les  séries  G  et  H,  et 
Ton  en  tire  les  deux  formules 


/ht: 
cos =  I  — 

2 

1.2                  1.2.3.4 

.     m  t:        m 
sin   =  — 

2                  I 

?n(  m^ —  i) 

..2.3       ^•••' 

qui  deviennent  les  formules  (A),  en  remplaçant  m  par  -^,  ce  qui 

est  permis,  le  nombre  m  ne  comportant  aucune  restinction. 

En  remplaçant  m  par  in  et  2/i  +  i,  n  nombre  entier,  on  a  les 
identités  et  les  séries  numériques  suivantes,  qu'il  convient  peut- 
être  de  noter  : 

1.2  1.2.3.4 

^  4rt^(4n^  — 22)...[4»-— 4(»— ')-]. 
1 . 2 . 3 . . .  2  /t  ' 

_2rt-(-l  (2rt  -+-  l)[(  2«-l-  1)- —  l] 

I  1.2.3 

_j_  (2rt  -f-  l)[(2rt  +  1)-—  l].  .  .[(2rt +  l)"^— (2rt—  l)'^]  , 
l .2,3.  .  .(2 rt -H  l)  ' 

les  signes   supérieurs  de  ces  deux  formules  étant  relatifs   au   cas 
où  /i  est  pair  et  les  signes  inférieurs  à  celui  où  n  est  impair  : 

(2rt-l-l)2  (2rt  -H  l)2[(2rt  -f-  1)- 2-)|  _ 

1.2  I  . 2  .  3  .  j 

2/»  2rt(i"- —  l)  2rt(4't^ — 1)(4«" — 3-)  _ 


I  1.2.3  1.2.3.4.5 

F^es   séries  (pii    forment  le  premier   membre  sont    idciiliipioinent 
nulles. 
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Sur  les  ellipses  décrites  par  les  points  invariablement  liés  à  un 
segment  constant  et  sur  une  sur/ace  circulaire  du  huitième 
ordre;  par  MM.  J.-S.  et  M.-N.  Vanecek. 

(Séance  du  20  avril  i883.) 

1 .  Considérons  deux  axes  fixes  reclilignes  A,  B  dans  un  plan  el 
une  droite  D  dont  deux  points  a,  h  glissent  sur  les  axes  donnés. 
On  sait  que  chaque  point  de  la  droite  D  décrit  pendant  ce  mou- 
vement une  ellipse. 

M.  Jules  de  la  Gournerie  a  démontré  que  le  lieu  des  sommets 
de  toutes  ces  ellipses  est  une  courbe  du  sixième  ordre  et  que 
leurs  fovers  se  trouvent  sur  une  hyperbole. 

M.  Chasles  a  considéré  les  autres  points  du  plan  P  dans  lequel 
s'exécute  le  mouvement  de  la  droite  D. 

11  a  trouvé  que  chaque  point  du  plan  P,  invariablement  lié  à  la 
droite  D,  décrit  une  ellipse,  excepté  les  points  d'une  circonfé- 
rence, lesquels  points  parcourent  les  droites  passant  par  le  point 
d'intersection  des  droites  fixes  ^I,  B. 

Dans  la  présente  Note  nous  allons  étendre  ces  recherches  et 
faire  connaître  une  surface  du  huitième  ordre  engendrée  j)ar  une 
circonférence  comme  application  du  mouvement,  dont  nous  avons 
parlé  tout  à  l'heure,  dans  l'espace. 

I. 

2.  Joignons  le  point  décrivant  c  aux  extrémités  a,  h  de  la  lon- 
gueur constante  qui  se  trouvent  en  une  position  donnée  et  menons 
une  droite  perpendiculaire  cd  du  point  <•  à  la  droite  (d). 

(  )uand  le  triangle  ahc  reste  in\aruil)le,  son  sommet  r  (l('(  rit  une 
ellipse.  A  une  division  de  la  longueur  ah  |)ar  le  point  d  et  à  l'in- 
finité des  hauteurs  cd  correspond  une  iiiliniti'-  de  courbes;  de 
même,  à  une  hauteur  constante  cd  et  à  l'inliuilé  des  divisions  de 
la  longueur  ah  c(jires|)ond  une  inlinitr;  d'ellipses. 

I)"a|t!ès  ^l.  (vliasles  on  eonstniil  la  normale  à  I  ellijt>e  eiigen- 
dr(''e  i)ai'  un  noiiit  c  en  un   de  st>  noinl^  e  m  élevant   les    rionnale> 


en  les  points  a^b  de  la  ciroile  mobile  aux  axes  fixes  yi ,  li.  La 
droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  ii  de  ces  normales  au  point  c 
est  la  normale  demandée. 

3.  Toutes  les  ellipses  décrites  par  les  points  c  qui  se  trouvent 
sur  la  droite  cd  ont  leurs  centres  au  point  d'intersection  s  des  axes 
fixes  //,  D. 

De  là  suit  que  chaque  droite  passant  par  s  est  un  diamètre,  en 
direction,  de  toutes  ces  ellipses.  11  est  clair  qu'aux  positions  pa- 
rallèles de  la  droite  mobile  ah  correspondent  les  extrémités  du 
même  diamètre. 

On  peut  demander  l'extrémité  d'un  tel  diamètre  P . 

Par  les  extrémités  «,  h  dune  position  de  la  droite  Z>  et  par  le 
point  de  rencontre  s  des  axes  fixes  A^  B  faisons  passer  la  circonfé- 
rence O  d'un  cercle.  La  droite  donnée  P  rencontre  O  en  un 
point  m.  Joignons  ce  point  au  point  c  correspondant  à  la  posi- 
tion ah.  La  droite  me  rencontre  la  circonférence  O  encore  en  un 
point  m'. 

En  portant  le  segment  cnî  du  point  s  sur  P  jusqu'au  point  <?,  ce 
point  est  l'extrémité  du  diamètre  P . 

Cela  résulte  de  ce  raisonnement.  Les  droites  6r/;?',  hiii  font  le 
même  angle  que  les  axes  yi ,  B.  Quand  nous  supposons  que  les 
sommets  «,  h  du  triangle  mobile  abc  parcourent  les  droites  «m', 
/>;«',  le  sommet  c  décrit  une  ellipse  E'  dont  le  centre  est  m'  et  qui 
est  superposable  à  l'ellipse  E  décrite  par  le  point  c  par  rapport 
aux  axes  ^,  /?.  Le  segment  c//i'  est  la  longueur  du  demi-diamètre 
d'ellipse  E'  sur  la  droite  c/«. 

Quand  le  point  /»' vient  en  5-,  les  droites  (7/;i',  bm' ,  c/?/ prennent 
les  positions  des  droites  ^,  B,  ms\  le  segment  cm'  est  donc  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  nis. 

A  deux  points  m),  m^  de  la  circonférence  O  également  éloignés 
du  point  c  correspondent  deux  diamètres  égaux  de  l'ellipse^.  Au 
maximum  et  au  minimum  de  ces  distances  correspondent  les  axes 
de  ^,  qui  passent  alors  par  les  extrémités  du  diamètre  co  de  la  cir- 
conférence O. 

On  pourra  ainsi  construire  l'cllipso  E  par  les  points  situés  sur 
les  ra\ons  du  faisceau  (.s). 

i.    Supposons  que  l;i  ciic^cuilV'rcncc    O  soit  tracée  et  qu  un  dia- 
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mètre  quelconque  la  coupe  en  deux  points  /,  m.  Les  droites  le 
et  me  rencontrent  O  respectivement  en  deux  autres  points  /',  ni! 
qui  déterminent  avec  le  point  s  les  directions  des  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse  E\  cm  est  égale  au  demi-diamètre  sur  m's 
et  cl  est  égale  au  demi-diamètre  sur  l's. 

La  propriété  de  ces  deux  diamètres,  l's,  m's,  d'après  laquelle 
la  normale  élevée  à  l'extrémité  de  l'un  d'eux  est  perpendiculaire 
à  l'autre,  nous  apprend  que  ce  sont  des  diamètres  conjugués. 

5.  De  cette  construction  des  diamètres  conjugués  résulte  immé- 
diatement la  construction  des  axes  de  l'ellipse  E . 

Le  diamètre  co  de  la  circonférence  O  rencontre  cette  ligne  en 
deux  points  /?i,,  /;?2,  et  les  droites  m^s,  m-^s  sont  les  axes  en  direc- 
tion de  l'ellipse  E  ;  les  longueurs  des  demi-axes  sont  respective- 
ment égales  aux  segments  m.yC,  m,  c. 

De  là,  il  résulte  que  les  axes  de  l'ellipse  E  sont  des  diamètres 
conjugués. 

Nous  voyons  que  la  somme  ou  la  différence  des  axes  des  el- 
lipses E,  engendrées  par  un  point  c  qui  change  sa  position  sur  la 
droite  cd,  le  segment  ah  étant  invariable,  est  constante  et  égale 
au  diamètre  de  la  circonférence  O. 

Quand  le  point  c  est  placé  au  centre  o  de  la  circonférence  O, 
les  axes  des  ellipses  E  deviennent  égaux.  Donc  : 

Quand  le  sommet  c  d'un  triangle  mobile  abc  est  le  centre  de 
la  circonférence  O  passant  j>ar  les  points  a,  b^  s,  ce  sotnnief  dé- 
crit une  circonférence  (c)  avant  son  centre  en  s  cl  dont  le 
rayon  est  égal  à  es. 

6.  Considérons  une  droite  quelconque  //,  passant  par  le  point  c, 
qui  coupe  la  circonférence  O  en  deux  points  /;/,  n.  I^iisquc  ne, 
me  sont  respectivement  les  longueurs  des  demi-dianirlres  ms,  ns, 
nous  obtenons,  d'après  une  propriété  bien  coiiniic  sur  l<s  transver- 
sales d'une  circonférence,  ce  llirorrmr  : 

On  jteut  faire  corresjutndn-  tous  les  diamètres  (Tune  ellipse 
deux  à  deux  de  telle  façon  que  le  produit  d'un  tel  couple  soit 
une  ijiianlité  constante,   égale  au  produit  de  ses  axes. 

(  )ii;iii(l  (Ml    |i('iil    inciici'  du  |iiiiiil   c  diii\  l;Mi:;rrilcs  r(''('llcs  ;i   la  cil"- 
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conférence  O,  on  voit  qu'il  y  a  deux  diainèlres  égaux,  dont  cha- 
cun se  confond  avec  son  diamclrc  correspondant. 

7.  Les  sommets  c  des  triangles  semblables  à  abc,  qui  se  meuvent 
sur  les  droites  fixes  yi^B,  décrivent  des  ellipses  concentriques, 
semblables  et  semblablement  placées. 

Nous  pouvons  appliquer  cette  propriété  à  la  construction  d'une 
ellipse,  dont  on  connail  le  centre  s  et  trois  points  p.  q,  r. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  se  rappeler  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  m^ 
n  sont  en  un  rapport  constant  est  une  circonférence  qui  a  son 
centre  sur  la  droite  nin.  Cette  circonférence  divise  la  droite  nin 
suivant  le  rapport  donné. 

Soient  donnés  trois  points y:>,  q,  r  d'une  ellipse  et  son  centre  s. 
Traçons  une  circonférence  O'  qui  passe  parle  points  et  rencontre 
les  diamètres  P ,  Q^  R,  passant  par  p,  y,  r,  respectivement  aux 
points/»,,  ^,,  ;•,. 

Si  nous  construisons  un  point  C(,  qui  remplisse  la  condition 

I       I       I 
ciPi  :  Cl  </i  :  Cl  /'i  =  —  :  —  :  — , 

sp     sq     s/- 

ce  que  nous  pouvons  exécuter  au  moyen  de  deux  circonférences; 
le  point  c,  appartient  à  une  ellipse  L',  qui  est  évidemment  sem- 
blable à  l'ellipse  cherchée  E,  car 

sp'  :  sq'  :  s/-'  =  sp  :  sq  :  sr, 

p' ,  q' ,  r'  étant  les  extrémités  des  diamètres  P,  O,/?  de  l'ellipse  E' . 
On  détermine  facilement  les  points  //,  q\  /■',  quand  on  connaît  la 
position  du  point  décrivant  c,  et  sa  circonférence  correspon- 
dante O'. 

Soit  o'  le  centre  de   la   circonférence  O' .  Si  nous  déterminons 
le  point  o  sur  o's  et  le  point  c  sur  C)."»,  de  telle  façon  que 

so        sp        se 

SO'  sp'  SCi 

le  point  c  est  celui  qui  engendre  l'ellipse  E,  et  le  point  o  est  le 
centre   de    la  circonféience    O,   correspondant    à    la    j)osition    du 

triangle   iiinhilc.  (|ii('ls  (pic  soiciil  lo  axes  fixes     /.  />. 
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8.  Supposons  deux  triangles  abc,  abc\  symétriquement  placés 
par  rapport  à  la  droite  ah.  Les  sommets  c,  c'  décrivent  deux  el- 
lipses, que  nous  appellerons  ellipses  conjuguées. 

La  somme  ou  la  différence  des  axes  de  l'une  est  égale  respective- 
ment à  la  somme  ou  à  la  différence  des  axes  de  l'autre,  ou  la  somme 
des  axes  de  l'une  est  égale  à  la  différence  des  axes  de  l'autre  ellipse. 

Quand  les  deux  axes  fixes  yi,  B  font  un  angle  droit,  les  deux  el- 
lipses conjuguées  sont  égales  et  symétriquement  placées  par  rap- 
port aux  droites  A ,  B. 

Le  point  c  du  triangle  abc  décrit  une  droite  quand  le  sommet  c 
se  trouve  sur  la  circonférence  passant  par  les  points  a,  b,  s.  Son 
point  symétriquement  conjugué  c',  est  situé  de  même  sur  cette 
circonférence  quand  la  droite  mobile  ab  est  un  diamètre,  ce  qui 
arrive  quand  les  deux  droites  A,  B  sont  perpendiculaires. 

Donc  : 

Quand  l'angle  que  font  les  axes  fixes  A,  B  est  aigu,  il  n'v  a 
quun  couple  cVellipses  dont  une  devient  une  droite,  et  quand 
A,  B  font  un  angle  droit,  il  y  a  un  seul  couple  d'ellipses  qui 
deviennent  des  droites. 

Dans  le  cas  oîi  les  deux  points  c,  c'  se  confondent  ou,  en 
d'autres  termes,  que  le  point  c  est  situé  sur  la  droite  ab.,  les  ellipses 
conjuguées  correspondantes  se  confondent  de  même. 

0.  Examinons  le  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  corres- 
pondent aux  points  d'une  droite  perpendictdaire  à  la  droite  mo- 
bile ab  en  un  de  ses  points. 

Les  normales  menées  en  ces  points  a.  b  aux  axes  fixes  A,  H  se 
rencontrent  en  un  point  n  doiil  !<■  lieu  esl,  conimc  on  sait,  une 
circonférence  (/?)  de  ccnire  s. 

Nous  avons  vu  (pic  Ions  les  axes  des  ellipses  ))asseiil  par  le 
point  s.  On  construira  le  soniinel  sur  une  droite  passant  par  .s, 
comme  il  suit  : 

De  son  point  de  rcnconlic  //  avec  la  cireonrérence  (//),  abais- 
sons des  normales  sur  les  droites  ,/,  />'.  L<-iiis  pieds  a.  b  détermi- 
nent la  position  correspondante  du  segnieiil  ab.  I'^xrcul(uis  ronvena- 
Idernerit  la  division  flonnc'C  de  ce  segmeni  par  le  point  d.  La  per- 
pciidiciilairc  ('■levée  eu  ce  poiiil  .i  la  d  roi  le  ab  reiieoiil  re  le  ra\  on  us 
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au  sommeL  cherché  \^\  ^^ous  obtenons  deux  lois  points  sur  la 
droite  ns,  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  s. 

Parmi  ces  ellipses,  il  y  en  a  deux  dont  chacune  se  réduit  à  une 
droite  terminée;  par  conséquenl,  deux  des  sommets  de  chacune 
d'elles  se  réunissent  au  point  s. 

De  là  suit  que  le  centre  s  est  un  point  quadruple  de  la  courbe 
qui  est  le  lieu  des  sommets.  Et  comme,  sur  une  droite  passant 
par  s,  il  n'y  a  que  deux  points  distincts  de  s,  il  s'ensuit  que  le 
lieu  (v)  des  sommets  des  ellipses  considérées  est  une  courbe  du 
sixième  ordre. 

Pour  trouver  les  points  à  l'infini  de  la  courbe  (r),  plaçons  la 
droite  ab  de  telle  façon  que  sa  =:sb.  La  perpendiculaire  ns  à  la 
droite  ab  divise  l'angle  (A,  B)  en  deux  parties  égales,  et  elle  est 
parallèle  à  la  normale  élevée  au  point  cl  à  ab.  Leur  point  d'inter- 
section r  est  donc  à  l'infini.  Par  conséquent,  la  courbe  (f)  a  ses 
points  à  l'infini,  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des  droites  A,  B. 

La  courbe  {v)  a  deux  points  doubles  à  l'infini. 

10.  Sur  chaque  droite  /*,  passant  par  5,  il  v  a  deux  points  qui 
sont  les  sommets  d'une  ellipse  E  dont  un  axe  est  situé  sur  P.  Les 
foyers  d'une  telle  ellipse  sont  situés  sur  P,  et  le  points  est  le  mi- 
lieu de  leur  distance. 

Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  E  est,  par  conséquent,  une  co- 
nique (/)  avant  s  pour  centre. 

Celte  conique  touche  la  courbe  {v)  aux  quatre  extrémités  x,  x' , 
y,  y  des  droites  suivant  lesquelles  sont  dégénérées  deux  ellipses 
de  la  série;  de  plus  elle  passe  par  les  points  doubles,  à  l'infini,  de 
la  courbe  {v). 

La  conique  (/)  est  une  hyperbole  équilatère  parce  que  ses  deux 
points,  à  l'infini,  sont  situés  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des 
droites  A,  B\  les  asymptotes  se  coupent  donc  à  angle  droit. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Les  ellipses  engendrées  par  les  points  d'une  droite  C  perpen- 
diculaire et  invariablement  liée  à  la  droite  ab  dont  les  points  a, 
b  parcourent  deux  axes  fixes  A,  B  ont  leurs  sommets  sur  une 
courbe  {v)  du  sixième  ordre  ayant  deux  points  doubles  à  l'in- 
fini et  le  point  s  comme  point  quadruple. 

\\.  6 
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Le  lieu  des  foyers  de  ces  ellipses  est  une  hyperbole  équila- 
tère  {f)  qui  coupe  la  courbe  (f)  ciux  points  doubles  à  Viïifini 
et  la  touche  en  quatre  points.  Les  asymptotes  de  cette  hypeibole 
sont  les  bissectrices  de  l'angle  des  droites  A.,  B. 


II. 

11.  Considérons  deux  droites  A^B  qui  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  un  segment  constant  cd)  dont  les  extrémités  a,  h 
glissent  sur  ces  droites. 

Un  point  quelconque  <?,  dans  l'espace,  est  invariablement  lié  aux 
points  a,  b  de  telle  façon  qu'il  engendre  une  circonférence  C  dont 
le  rayon  est  cd,  le  point, ^  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  c  sur  la  droite  ab.  Les  distances  ab,  ^c,  bc  sont 
donc  constantes,  et  par  conséquent  de  même  la  division  de  la  lon- 
gueur ab  par  le  point  d. 

Nous  pouvons  déterminer  la  circonférence  C,  en  construisant 
une  sphère  a  qui  a  son  centre  en  a  et  dont  le  rayon  est  égal  à  ac\ 
cette  sphère  est  rencontrée  par  une  autre  sphère  ^  de  centre  b, 
avant  son  rayon  égal  à  bc,  suivant  la  circonférence  C. 

Quand  la  droite  ab  change  de  position,  les  sphères  a,  ,3  le  font 
aussi  ;  la  circonférence  C  engendre  une  surface  (C). 

Déterminons  l'ordre  de  cette  surface.  A  cet  effet,  cherchons  les 
points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  C  avec  {C). 

La  surface  {ab)  engendrée  par  le  segment  constant  ab  est, 
comme  on  sait,  du  quatrième  degré,  et  admet  comme  droites 
doubles  les  droites  ri,  Ji  et  la  droite  /  à  l'infini.  Coupons  la 
droite  A  par  une  sphère  décrite  d  un  point  c  de  la  ilroite  C 
comme  centre,  avec  le  segment  constant  ac  pour  rayon  et  la 
droite  B  avec  le  segment  bc,  et  joignons  les  points  d'intersection 
sur  A  avec  ceux  sur  B.  La  surface  auxiliaire  ainsi  engendrée  est 
du  huitième  degré  et  admet  les  droites  A,  B,  I  pour  lignes  qua- 
druples. Cette  surface  rencontre  la  surface  (C)  seulement  suivant 
des  droites,  et,  puisqu'elles  se  rencontrent  encore  en  huit  autres 
droites,  auxquelles  correspondent  huit  points  (\o  la  surface  (C) 
sur  la  droite  C, 

La  surface  (C)  est  du  huitième  ordre. 
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12.  Nous  allons  nous  occuper  d'aLord  de  la  surface  qui  pro- 
vient du  mouvement  d'une  circonférence  C,  qui  a  son  centre  d 
sur  un  segment  constant  ait,  dont  les  extrémités  «,  h  glissent  sur 
deux  droites  A,  B situées  dans  un  plan  P. 

Si  les  droites  A ,  B  font  un  angle  quelconque,  la  surface  (  C  )  est 
symétrique  seulement  par  rapport  au  plan  P. 

Dans  le  cas  où  les  droites  A,  B  sont  perpendiculaires,  la  sur- 
face (  C)  possède  trois  plans  de  symétrie  rectangulaires  deux  à 
deux  :  le  plan  P  et  deux  plans  passant  par  les  droites  A,  B. 

Cependant  la  surface  {C  )  a  toujours  un  centre  réel,  qui  est  le 
p)oint  de  rencontre  s  des  droites  A,  B. 

13.  Supposons  que  les  extrémités  du  diamètre  situé  dans  le 
plan  P  de  la  circonférence  C  soient  c,  c  .  Ces  points  décrivent, 
d'après  le  n°  8,  deux  ellipses  conjuguées  dans  le  plan  P,  qui  four- 
nissent la  section  réelle  du  plan  P  avec  la  surface  (  C). 

Chaque  plan  P, ,  parallèle  au  plan  P,  dont  la  distance  à  ce  plan 
est  plus  petite  que  le  ravon  de  la  circonférence  C,  rencontre  la  sur- 
face (C)  suivant  une  courbe  réelle. 

Cherchons  le  caractère  d'une  telle  section. 

Le  plan  P,  coupe  la  circonférence  mobile  C  en  deux  points  c,  r' 
qui  se  projettent  orthogonalement  sur  le  plan  P  en  deux  points 
situés  sur  une  droite  C, ,  projection  de  la  circonférence  C,  dont  le 
milieu  est  le  point  d. 

Comme  les  éléments  de  notre  figure  en  projection  restent  les 
mêmes,  c'est-à-dire  la  longueur  ah  et  la  division  de  ce  segment 
par  le  point  d,  les  points  C(,  c\  décrivent  deux  ellipses  conju- 
guées (c,),  (c',),  qui  sont  les  projections  de  la  courbe  (c),  {c'\ 
provenant  de  la  section  de  la  surface  (C)  par  le  plan  Pj.  Par  con- 
séquent, cette  section  consiste  en  deux  ellipses  conjuguées. 

Un  autre  plan  P, ,  symétrique  de  P,  par  rapport  au  plan  P, 
rencontre  la  surface  (  C)  de  même  suivant  deux  ellipses  conju- 
guées respectivement  superposables  à  (r)  et  (V). 

Donc  : 

Un  plan  parallèle  au  plan  P  des  droites  A,  B  reneontre  la 
surface  (C)  sui\ant  deux  ellipses  eon/'u.suées. 

Nous   avons    vu.    an     n"  8.  qnr   l'une    fies    deux  ellipses   conjn- 


—  Si- 
gnées peut  devenir  une  droite;  ce  qui  arrive  deux  fois.  Quand  les 
droites  A,  B  font  un  angle  droit,   si  l'une  de  ces  ellipses  devient 
une  droite,  la  deuxième  est  aussi  une  droite. 

Il  V  en  a  ainsi  quatre  sur  la  surface  {C).  Ce  sont  des  droites 
doubles  de  la  surface  (C). 

Quand  les  droites  A^  B  font  un  angle  quelconque,  les  droites 
doubles  ne  sont  pas  deux  à  deux  dans  un  plan  parallèle  au  plan  P; 
seulement  quand  les  droites  A,  B  font  un  angle  droit,  il  v  a  deux 
plans  également  éloignés  du  plan  P  dans  lesquels  se  trouvent 
deux  à  deux  les  droites  doubles  de  la  surface  (C).  Mais,  en  tout 
cas,  toutes  ces  droites  sont  parallèles  au  plan  P.  Les  droites,  svmé- 
triquement  conjuguées,  sont  parallèles. 

De  là  suit  que  : 

Sur  la  surface  (C)  il  r  a  quatre  droites  doubles  qui  peuvent 
être  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Ces  deux  plans  sont  sy- 
métriquement placés  par  rapport  au  plan  P. 

Le  plan  des  deux  droites  doubles  svmétriquement  conjuguées 
par  rapport  à  P  rencontre  la  surface  (C)  encore  suivant  deux  cir- 
conférences. 

Quand  le  plan  sécant  P,  est  à  une  distance  de  P  égale  au  rayon 
de  la  circonférence  mobile  C ,  les  deux  ellipses  conjuguées  prove- 
nant de  cette  section  se  confondent  en  une  seule.  Il  touche  alors 
la  surface  (C)  suivant  cette  ellipse.  Il  y  a  deux  plans  qui  rem- 
plissent cette  condition. 

Donc  : 

Deux  plans  parallèles  au  plan  P  sont  tangents  à  la  sur- 
face (C)  tout  le  long  d'u/)e  ellipse;  ces  deux  ellipses  sont  super- 
posa blés. 

Si  le  point  d  est  le  milieu  du  segment  ab  cl  si  les  axes  fixes  A,  B 
font  un  angle  droit,  les  ellipses  conjuguées  réunies  en  une  seule 
courbe  deviennent  une  circonférence. 

Les  autres  plans,  dont  la  distance  au  plan  P  est  plus  grande  que 
le  ravon  cd  de  la  circonférence  f ,  renconlrrnt  la  surface  (C)  en 
des  ellipses  conjuguées  imaginaires;  de  même  le  plan  de  Tin- 
fin  i . 

14.    Nous  avons  trouvé,  au   n"  9.    {pie   les  sommets   des  ellipses 
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conjuguées  soiil  situés  sui'  une  courbe  (v )  du  sixième  ordre.  Pour 
la  surface  (6'),  celte  courbe  est  terminée  par  les  sommets  des 
ellipses  situés  dans  le  plan  P. 

Comme  la  courbe  plane  (c)  est  la  projection  orthogonale  d'une 
courbe  dont  toute  projetante  contient  deux  points,  la  courbe,  sur 
la  surface,  est  du  douzième  ordre. 

Les  quatre  droites  doubles  sur  la  surface  (C)  sont  des  ellipses 
dont  deux  sommets  se  confondent.  De  là  suit  que  la  courbe  (r)  a 
quatre  points  doubles,  situés  sur  une  droite  passant  par  le  centrer 
de  (C),  et  deux  points  doubles  imaginaires  à  l'infini. 

Nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Si  les  droites  A,  B  font  un  angle  droit,  les  points  doubles 
réels  se  confondent  deux  à  deux,  et  la  courbe  (i')  possède  deux 
points  quadruples  réels  et  deux  points  doubles  imaginaires  à 
t' infini. 

Considérons  une  surface  générale  {C).  Soit  P  un  plan  parallèle 
aux  droites  A,  B  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Cherchons 
la  ligne  provenant  de  l'intersection  du  plan  P  avec  (C  ).  La  sur- 
face [C)  a  un  de  ses  points  sur  P  quand  le  sommet  c  du  triangle 
invariable  abc,  dont  deux  sommets  a,  b  glissent  sur  les  droites 
A,  B,  est  dans  le  plan  P.  Projetons  orthogonalement  sur  le  plan  P 
en  a^  b,c,,  a\b\c\  les  triangles  abc,  a' b' c'  qui  satisfont  à  cette 
condition.  Les  triangles  a^btCf,  a\b\c\  sont  superposables,  ainsi 
que  tous  les  autres  obtenus  par  le  même  procédé.  Leurs  som- 
mets «I,  rt'p  .  .  .;  6|,  iOj,  ...  se  trouvent  respectivement  sur  les 
projections  A^,  B^  des  droites  A,  B  sur  le  plan  P,  et  les  troi- 
sièmes sommets  ont  pour  lieu  la  courbe  cherchée.  Il  résulte  alors 
de  ce  qui  précède  que  ; 

La  courbe  d'intersection  d' un  plan  l^.,  parallèle  aux  droites 
A,  B,  avec  la  surface  (C)  consiste  en  deux  ellipses  conjuguées. 

\o.  On  trouvera,  parle  même  raisonnement  que  dans  le  numéro 
précédent,  que  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  coniques  sur  la  su/ face  (C) 
est  une  courbe  ( /')  du  quatrième  ordre,  partagée  en  deux  par- 
ties, qui  se  projette  ortliogo/iale/ne/it  sur  le  pdan  P  suivant  une 
h  Yj>erb(iU'  érpiihitère. 
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16.  Quand  deu\  circontereuces  C  de  la  siirl'ace  {C)  se  coupent 
en  un  point,  ce  point  est  double.  Le  lieu  de  ces  points  est  une 
courbe  sur  la  surlace  qui  se  projette  sur  le  plan  P  suivant  une 
courbe  dont  la  construction  est  la  suivante  : 

D'un  point  a  de  la  dx'oite  A  fixe,  traçons  les  deux  droites  ab,  ab, 
a\ant  la  longueur  constante  donnée  et  élevons  en  leurs  points 
d,  d,  les  perpendiculaires  à  ces  droites  jusqu'à  leur  point  de  ren- 
contre m.  Ce  point  est  la  projection  des  deux  points  cherchés  sur 
la  surface. 

Nous  obtenons  ainsi,  dans  le  plan  P,  deux  parties  d'une  livper- 
boledont  une  asvmptote  est  la  droite  A,  et  l'autre  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  B.  Le  centre  de  cette  hvperbole  est  le  point  s. 
Si  l'on  effectue  la  même  construction  par  rapport  à  la  droite  B, 
on  obtiendra  une  autre  hvperbole  avant  le  même  centre  s  et  la 
droite  B  pour  asymptote;  l'autre  asymptote  est  normale  à  la 
droite  A. 

Quand  les  droites  A,  B  font  un  angle  droit,  les  deux  hyper- 
boles se  réduisent  à  ces  droites. 

Les  axes  de  ces  deux  hvperboles,  qui  sont  semblables,  ont  les 
mêmes  directions  que  les  axes  de  l'hyperbole  (/). 

En  portant  ces  résultats  sur  la  surface  (C),  nous  voyons  qu'il 
y  a  deux  courbes  doubles  sur  cette  surface,  dont  chacune  est  du 
quatrième  ordre. 

Reprenons  la  construction  de  la  surface  (C).  La  sphère  a,  dont 
le  centre  est  en  a  sur -1  et  le  rayon  est  égal  à  ac,  rencontre  la 
sphère  [i,  ayant  son  centre  b  sur  /i  et  de  rayon  égal  à  bc,  en  une 
circonférence  C  réelle  et  en  une  autre  imaginaire  à  l'iiilini.  Cette 
circonférence  est  double  sur  la  surface  (C). 

De  là  suit  que  : 

La  sur/ace  (C) possède  une  courbe  double  réelle  du  douzième 
ordre,  dont  quatre  parties  sont  des  droites,  et  deux  au  f /es  par- 
ties consistent  en  deu.r  courbes,  chacune  du  (juatrième  ordre  ; 
la  circonférence  imaginaire  de  l'infini  est  de  /nènie  une  ligne 
double  de  cette  surface. 

17.  l  ne  sphère  S  «yant  son  centre  sur  la   droite  A  ou  B-^  et 

dont   le  rnyon    est   rpspprlivoment  ar  ou  bc .    irnronirr  la  surface 
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(C)  en  deux  circonlérences  C  réelles,  en  la  circonférence  imagi- 
naire de  l'infini,  et  en  une  courbe  de  huilième  ordre. 

Quand  la  sphère  S  a  son  centre  au  point  s,  les  circonférences  C 
réelles  sont  dans  deux  plans  parallèles. 

Supposons  que  le  segment  constant  ab  se  trouve  dans  la  posi- 
tion perpendiculaire  à  la  droite  B  au  point  b.  La  sphère  S,  ayant 
son  centre  en  a  et  de  ravon  égal  à  ac,  touche  la  surface,  suivant  la 
circonférence  C  correspondant  à  la  position  du  segment  mobile. 
La  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  la  droite  A. 

18.  Considérons  une  circonférence  C  de  la  surface  (C)  et  cher- 
chons l'ordre  de  la  normalie  de  la  surface  tout  le  long  de  cette 
ligne. 

La  normale  A'  de  la  surface  en  un  point  c  de  la  circonférence  C 
est  la  droite  d'intersection  du  plan  normal  au  point  c  à  la  circon- 
férence C,  et  du  plan  normal  en  ce  yioinl  à  l'ellipse  de  la  surface 
passant  par  ce  point. 

Tous  les  plans  normaux  aux  points  c  de  la  circonférence  C 
passent  par  la  droite  ab  correspondante  à  celte  ligne.  La  droite  ab, 
étant  située  dans  le  plan  P,  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  -A 
sur  P. 

Les  plans  normaux  aux  ellipses  de  la  surface  [C  )  passant  par  les 
points  c  de  la  circonférence  C  sont  perpendiculaires  au  plan  P,  et 
leurs  traces  passent  par  le  point  de  rencontre  m  des  normales  issues 
des  points  «,  b  sur  A,  B. 

Par  conséquent,  ces  plans  normaux  passent  par  la  droite  M 
perpendiculaire  au  plan  P  au  point  m.  De  là  suit  que  les  nor- 
males -A  rencontrent  aussi  la  droite  M. 

Puisque  les  droites  -V  rencontrent  les  droites  ab,  M,  et  la 
circonférence  C,  elles  engendrent  une  surface  du  quatrième 
ordre. 

Donc  : 

La  normalie  à  la  surface  (C)  le  loni^^  d' une  cirroii Jcience  C 
est  une  surface  du  ciuairième  degré. 

19.  Supposons  que  les  axes  fixes  A,  ^fassent  un  angle  droit, 
et  qu'une  droite  quelconque  ce  perpendiculaire  au  segment  mobile 
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ab  rencontre  la  circonférence  passant  par  les  points  «,  b,  s  aux 
points  c,  c  . 

A  ces  points  correspondent  deux  ellipses  conjuguées  réduites 
à  des  droites  A' ,  B'  passant  par  le  point  s. 

La  surface  engendrée  par  la  circonférence  C  avant  ce  pour  dia- 
mètre peut  être  aussi  regardée  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'une  circonférence  C,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au 
plan  P,  et  dont  les  extrémités  c,  c'  du  diamètre  cc\  situé  dans  P, 
glissent  sur  deux  droites  fixes  A' ,  B' . 

Le  plan  P  rencontre  cette  surface  suivant  les  droites  A' ,  B'  qui 
sont  lignes  doubles  de  la  surface,  dont  les  nappes  se  touchent  le 
long  de  ces  droites.  Le  point  s  de  rencontre  des  droites  A\  B'  est 
le  centre  delà  surface  et  son  point  quadruple. 

Toutes  les  autres  propriétés  de  la  surface  (C)  restent  les 
mêmes. 


Note  sf/r  /es  résidus  des  inv<tiiants  et  cova riants 
des  formes  binai/es:  par  M.  K.  Perrin. 

(Séance  du  4  mai  i883.) 

l.    Soit  la  forme  binaire  d'ordre  /;/ 

(i)  U=(ao,  a,,rt2,  ...,  a,n)(x,j'y". 

J'appelle  résida  d'un  invariant  ou  fliin  ro\ariant  de  celte  forme 
ce  que  devient  l'invariant  ou  la  source  du  covariant,  lorsqu'on  v 
fait  Om  =  o. 

Je  vais  démontrer  tout  d'abord  que,  étant  donné  son  résidu,  l'in- 
variant ou  le  covariant  est  complètement  déterminé  et  peut  être 
calculé  en  entier. 

Soit,  en  effet,  v  un  invariant  ou  un  péninvarlant  (source  d'un 
ro\ariant)  relatif  à  la  forme  l*  ;  v  est  une  fonrfion  des  coefficients 
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«0,  «,,  ...,  a,„\  en  1  ui'dounanl  par  rapport  aux   puissances   crois- 
santes de  r/,„,  nous  pouvons  l'écrire 


On  sait  que  la  seule  condition  que  doive  remplir  v  pour  êtreJa 
source  d'un  covariant  est  de  satisfaire  identiquement  à  l'équation 
différentielle 

dv  dv  ,  dv  dv 

(3)    Uq- v-iai-j—.  — . .  .-r-(//<  — i)a,„-2-7^ •  -^  ma,n^  ,  -z —  =  o. 

dui  dui  da,n-\  da„i 

Désignons,  pour  abréger,  par  -^  l'opération 

d                 d                  ,                           d 
«0  -i i-  2  «1  -j -.  ..-^(m  —  \)  a,n~,  -j ; 


l'équation  (3)  prendra  la  form 


^  ,  dv  dv 

Considérons  isolément,  dans  cette  équation,  le  groupe  des 
termes  qui  ne  contiennent  pas  r/,„.  Puisque  l'opération -%-•>  appli- 
quée à  un  terme  quelconque  de  c.  ne  change  pas  l'exposant  de 
fimi  tandis  que  l'opération  r/„,_(  -. — •  le  diminue  dune  unité,  .il 
est  clair  que  le  groupe  considéré  s'obtiendra  en  totalité,  et  à  l'ex- 
clusion de  tout  autre,  en  appliquant  l'opération  -^  à  r^.  et  l'opéra- 
tion -z —  à  {cim^'p-i)-  r)e  même,  le  groupe  des  termes  coulenant 
rt^  en  facteur  à  la  première  puissance  seulement  s'obtiendra  en 
entier  et  à  l'exclusion  de  tout  autre,  en  appliquant  l'opération  -.- 

à  («m^>_)),  et  l'opération  - —  à  («^,  *>_2):  et  ainsi   de  suite.   l-".l. 

cL<x,)i 

comme  l'équation  (4)  doit  avoir  lieu  identiquement,  nous  pou- 
vons égaler  à  zéro  séparément  rliacun  des  groupes  de  termes  que 
nous  avons  ainsi  isolés  dans  son  premier  membre,  ce  qui  nou-i 
donnera,  en  supprimant  le  facteur  commun  <7„,  autant  de  fois  qu  il 
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se  pi'ésente,  le  systèine  suivant  de  />  -f-  i  équations 
dvo 


dt 


nipa,n-i  Vp-i  =  o, 


(5) 


—^ h  m{p  —  i)a,„-iVp-i  =  o, 


dvi 

-^  -H  ma, ni  »o 

dvQ 

-31  =  "- 


Connaissant  Vp,  la  première  de  ces  équations  fournira  4'^_i;  la 
seconde  donnera  de  même  f^_2  au  moyen  de  Vp_,,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ravant-dernière,  qui  donnera  ^'o  ;  ladernièi^e,  donnant  zéro 
comme  résultat,  montrera  que  «,„  n'entre  dans  r  qu'à  la  puis- 
sance p,  et  le  calcul  s'arrêtera  de  lui-même.  Comme  on  sait  d'ail- 
leurs, connaissant  la  source  t»  d'un  covariant,  calculer  le  covariant 
tout  entier,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tout  covariant  ou  invariant  d'une  forme  binaire  est  com- 
plètement déterminé  et  entièrement  calculable,  lorscju'on  can- 
nait son  résidu. 

Le  système  des  équations  (5)  permet  aussi  de  démontrer  très 
simplement  cette  propriété  connue  des  invariants  et  péninvariants, 
savoir  que  toutes  leurs  dérivées  par  rapport  à  am  sont  aussi  des 
péninvariants  :  il  suffît  d'ajouter  ces  équations  membre  à  membre 
après  les  avoir  multipliées  par  des  facteurs  convenables.  Ainsi,  en 
ajoutant  la  dernière  équation,  multipliée  par  a,,,,  à  l'avant-der- 
nière,  on  obtient 


c  est-à-(lii<' 


dii  _^  d{a,nVo  ) 

d":         rf^ 

'  d  d 

—  -+-  nia,,,    ,  - — 
dZ  flfi,,, 


ina„i    ,io 


l(  r,  -^-  «,„»'o  )  —  o. 


ce  qui  e\piinic  (pie  la  ]>  —  i  """'  d(''iivée  de  r,  savoir  v^-\-  a„,\>Q, 
rst  un  péninvananl.  l.a  dernière  des  équalions  (5  )  e\[)rime  que  i^o, 
r  <'St-;i-(lirf  l;i  //'""'  dérivée  de  c.  csi  un  p('iiiii v:iri;uil  pur  rapport 
à  la  forme  binaire  d'ordr*'  ///  -  i  ,  «-l,  p;ir  snilc,  jiiissi  ;i  la  rniinr 
binaire  rrordrc  n\,  piiistpril  ne  rfidriinr  piis  ii,„. 
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!2.  Le  rêsiclu  d  un  covaruml  jouil  de  1  une  des  propriétés  essen- 
sentielles  de  la  source  de  ce  covariant.  Ainsi  il  est  évident  que 
toute  relation  identique  (ou  syzygie)  entre  des  covariants  et  inva- 
riants subsiste  entre  leurs  résidus  aussi  bien  qu'entre  leurs 
sources  ;  et  réciproquement,  je  dis  que  toute  relation  identique 
entre  les  résidus  de  divers  covariants  et  invariants  entraîne  la 
même  relation  entre  les  covariants  et  invariants  eux-mêmes.  En 
effet,  soient  V,  V,  Y",  ...  les  covariants  et  invariants,  t'^,  v^'  , 
i^,  ...  leurs  résidus;  et  supposons  qu'on  ait  identiquement 

/l  ^Vm   'y,   ^"n    ■■•)  =  O. 

Le  covariant  composé  /(  V,  V,  \",  ...),  ayant  un  résidu  iden- 
tiquement nul,  a  sa  source  identiquement  nulle,  en  vertu  des  équa- 
tions (5);  il  est  donc  lui-même  identiquement  nul,  ce  qui  revient 
à  dire  que  V,  V,  \",  ...  sont  liés  par  la  syzygie 

/(V,  V,  V",  ...)  =  o. 

Par  conséquent,  de  même  que  la  recherche  des  invariants  et  cova- 
riants distincts  d'une  forme  binaire  a  été  ramenée  par  M.  Cavle}'  à  la 
recherche  des  sources  ou  péninvariants  distincts,  ainsi  cette  der- 
nière recherche  se  ramène  elle-même  à  la  recherche  des  résidus 
distincts,  lesquels  sont  des  fonctions  plus  simples  et  par  suite 
plus  faciles  à  calculer. 

La  méthode  de  M.  Cavlev  est  d'ailleurs  applicable  sans  modifi- 
cation à  cette  recherche  des  résidus  :  si  l'on  connaît  tous  les 
péninvariants  distincts  relatifs  à  la  forme  binaire  d'ordre  m  —  i, 
il  suffira,  pour  obtenir  tous  les  résidus  distincts  relatifs  à  la  forme 
binaire  d'ordre  m,  d'ajouter  à  ce  système  de  péninvariants  une 
seule  fonction  nouvelle  des  mêmes  coefficients  r/^,  a,,  a-^,  •••, 
am-^o  savoir  le  résidu  de  l'invariant  quadratique  de  la  forme 
d'ordre  m,  si  /??  est  pair;  ou,  si  ni  est  impair,  le  résidu  du  covariant 
de  troisième  degré  et  d'ordre  ni  qu'on  obtient  en  prenant  le  jaco- 
bien  de  la  forme  elle-même  et  du  covariant  de  deuxième  degré  et 
de  deuxième  ordre  qui  a  pour  soiu-ce  rin\ariant  quadratique  re- 
latif à  la  forme  d'ordre  m  —  I.  Ce  résidu  étant  ainsi  ajouté  au 
système  complet  des  péninvariants  relatifs  à  l'ordre  m  —  i,  on  le 
traitera  comme  s'il  était  un  nouveau  péninvariant,  en  le  combi- 
nant avec  les  autres  par  rhvpolhèse  f/(,  z=  o  et  lélimination  de  rr,. 
suivant  la  méthode  connue. 
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3.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  proposons-nous  de 
former  le  système  des  résidus  distincts  relatifs  à  la  forme  binaire 
du  cinquième  ordre 

(6)  V  =  ax^  -{-  ôbx'*y  -i-  locx^y-  -i-  \odx'-y^  -+-  bexy'*  -^  fy^- 

Le  système  complet  des  péninyariants  distincts  relatifs  à  la 
forme  du  quatrième  ordre  étant 


(7) 


u^a,     h  =  ac  —  b-,     ii^a-d — "iabc -r- 2b^. 

s  ^  ae  —  [bel  h-  3  c-,     t  =  ace  t-  ibcd —  ad"-  —  b-e  —  c', 

et  le  covariant  principal  spécial  à   la    forme   du   cinquième   ordre 
ayant  pour  source  (  '  ) 

Il  =  a-f —  'iabe  -r-  lacd  -+-  Sb'-d  —  66c-. 

Le  résidu  à  ajouter  au  système  (  'j  )  sera 

(  8  )  «y  =  lacd  —  5abe  -^  Sb-d  —  6bc'-. 

Faisant  a  =  o  dans  les  six  expressions  (^)  et  (8  ),  elles  devien- 
nent 

(  Ao  =  —  è'2,     «0  =  26^     So  =  3c-  —  \bd. 

(9)  ' 

(   ta  :=  ibcd — b-e  —  c^,     f<ôo  — ^^'^  —  6  6c2  = — 'xbsa. 

L'éllniination  de  h  fournit  les  trois  relations 
uni  I  ^o«'oo  —    «o*j   =  o, 

(pii    nous   apprennent,  d'après    un    des    tliéorèmes    précédemmi.-nl 
énoncés,  «pie  les  covariants  composés 


{')  J'emploie,  pour  désigner  les  invariants,  covarianls  et  péninvarianls  relatifs 
au  cinquième  ordre,  la  même  notation  que  dans  mes  deux  Notes  sur  le  même 
sujet,  insérées  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  \CVI  (i883),  pages  i 79  et  563.  P,  P',  ...  sont  les  covariants  linéaires  ou  du 
premier  ordre,  rangés  d'après  leur  degré  par  rapport  aux  coetTirients:  S,  S',  ... 
ceux  du  second  ordre;  T,  T',  ...  ceux  du  troisiènw;  (},  (V.  ...  du  //ualrième; 
L,  U',  ...  du  cinquième  (U  étant  la  forme  primitive):  11,  H'.  ...  du  sixième 
(H  étant  le  liessien);  R  relui  du  septième  vl  \  celui  du  ni'iuiènie.  Les  minuscules 
rorrespondanlcs  désignent  les  sources  des  ((niiriiinls,  cl  jivcr  riiidicc  o.  leurs 
résidus.     .1.   K,   I-    sont    les    trois    invariiuil>    d.-    M.    ><\  l\r~i.i- ,    I     .si    l'invai  ianl 

t'illlilir   lie    M.    liiMlliili'. 
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sont  divisibles  par  u.  et  leurs  résidus  divisibles  par  a.  Eflecluanl 
cette  division  des  résidus,  on  trouve  pour  quotients 

II)'   /ui'q — ns    =«( — ac^d  —  -labce  —  6b-cd+ 3b^e  —  a'^de -^  ibc^ -^  ^abd^). 
{  nu'ç,--  ^h^s=a-{2acd^—5abde~-i8bc^d-^8b-d^-^-;b^ce-h^ac-e+\-ic'')-^C)ab'^to, 

ce  qui  montre  que 

U'2-^4HS2^i2UST     et     NL'-^  4H2S-^6UHT 

sont  divisibles  par  L-.  EfFectuant  la  division  sur  les  résidus,  et 
désignant  p^ar  J  l'invariant  et  par  H'  et  Q  les  covariants  qui  s'in- 
troduisent ainsi,  il  vient  les  trois  relations 

(  U'2^4HS2-M2UST  =  U2J, 
(12)  <   HU  —  NS  =  UH', 

(  NU'  +  4H2S  -T-6UHT=  U2(S2  —  Q), 

avec  les  valeurs  suivantes  des  résidus  de  ces  trois  nouvelles 
formes 

,    Jq  =  gb^e^ —  -jS bcde -h  \8 c^ e -{-  i6ace'- —  xiad'^e  —  ^ic'^d'^  -^  \Sbd-\ 
(i3  )  '■  ^0=  a{c^d  —  aèce  —  ade  -h  ^bd^)  —  3bto, 

[  q„  z=  a  {  ae-  —  3  bde  —  .\  cd-  —  \c'^e)-^3  c*  —  8  bc-  <7  -i-  a  6-  d-  -r-  5  b'^  ce. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  former  les  valeurs  complètes  des  pénin- 


d 


variants  J,  h\  q  sans  recourir  à  l'opération  --•   11    suffit    de   re 


m- 


placer  dans  (12)  les  covariants  par  leurs  sources,  et  de  dififéren- 
lier  par  rapport  à  f  :  les  dérivées  de  ?/,  A,  /?,  5,  t  sont  nulles, 
celle  de  u  se  réduit  à  lû'  d'après  sa  valeur  donnée  plus  haut  ;  il 
vient  donc  simplement 

f/J  ,       dli  ,        dq  d'^] 

(  i4  )  -,-.  =  111,      -77  =  un,      — ^.  =  —  «,      -—  =  9.  ;/*, 

(fj  ({f  f(/  dJ- 

ce  qui  donne,  pour  les  péninvariants  complets, 

(  1 5  )  <   A'  =  uhf  -r-  /i'q, 

{  q  =  —  nf  -\-  7o. 

Pour  aller  plus  loin,  il  faut  faire  a  =  o  dans  J,,.  //„,  r/o.  ce   qui 
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donne  les  restes  suivanls  : 

/   Jdo  =  g  62  e2  _  --6  bcde  -f-  48  c ^  g  _f.  48  6«?s, 
(16)  s   Ko=  —^blo, 

(    ^00  =  3  C*  —  8  èc2  ^  -f-  2  è2  f/2  +  5  è2  ce. 

Le  premier  et  le  dernier  de  ces  restes,  combinés  avec  les 
restes  (9),  ne  fournissent  rien  de  nouveau;  mais  le  second  donne 
les  cinq  relations  que  voici  : 

aAoA'oo —  3no<o  =  o, 

"-oh'^o  -+-  6hlto=  o, 

'^^0  0  '^^0  0  +  o "0*0^0  =  o, 

2/' 0  0*0  —  ^ii'oo^o  =  o. 

Les  cinq  expressions  A'^'+q/j/-,  2/i/î„  —  3/?/,  nh\^'^6h^t, 
h'^u'^-'r  ôhst,  iIiqS  —  Zii^t  sont  donc  divisibles  par  a.  Si  l'on 
forme  ces  expressions  et  que  l'on  effectue  les  divisions,  on  trouve 
que,  pour  la  troisième  et  la  quatrième,  le  quotient  peut  s'exprimer 
en  fonction  des  résidus  déjà  trouvés,  savoir  : 


(17) 


tiIi'q  -h-  6/^2  /  =  u{ust  —  hq^), 
h'^  u'q  -{-  6  lut  =  ?t  (  J  0  A  -H  7o  *  —  •s^  \ 


que  la  deuxième  et  la  cinquième  fournissent  deux   résidus   nou- 
veaux, que  j'appellerai  t-q  et  /„,  savoir 

/   Fq  =  a{c^ d  -Jr  5bc^- e  —  bacde  -+-  bb'^de  —  -jbcd^  -l-3arf»)—  6700, 
(18)  '  t\=^  ai^—whce"- ^\[^c'^de  —  hd'^e —  Ç^cd^ -^,iade'^) 

-l-è(— lôècrfe  — 2c2rf2_^  gè2e2-+-  3c3r;-4-  86rf3), 


avec  les  relations  sui\antes  pour  les  covariants  correspondants  : 

(•9) 


UR=:  2HH'  -  3NT, 
l]T'=  3U'T-  aH'S. 


Quanta  l'expression  A^'H  c)/?/-,  en  la  divisant  pai'  n  et  ;ijou- 
lant  au  quotient  \-/,  le  résultat  devient  divisible  pni-  //  cl  donne 
un   nouveau  résidu 


I  -iM) 


/>o    -  a  (  aé^  —  2  bde^  -\-  1  !\  c'  e^  —  22  c</2  e  -;   0  d''  ) 

r,  (_.  3  i,i  ce^  ^..jbifiîe~{-lj bc^  de  —  { 6rr/»  -    3  c*  ^  -^    »  ri  d* ), 
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iloiil  le  c()\arlanl  esl  défini  par  la  relation 

(21)  H'2-T-9HT2  =  U(HP  — S2T). 

Les  expressions  complètes  des  trois  nouveaux  péninvariants  /*, 
t',p  s'obtiendront  comme  ci-dessus  en  prenant  les  dérivées  par 
rapport  à/des  relations  (19)  et  (21),  et  tenant  compte  de  (i4); 
d'où 

dr  ,  ,       dt'  dp  ,       d^p 

(22)  -Tr  =  2/*"-,        —Tr  =   ^Ut  —  'i-'lS,        -j-    =    'l  h  ,         -y—    =  lU/l 

dj  dj  df  dj'- 

et,  par  conséquent. 

(23)  I   «'  =  (3«<  — 2/iS)/—  /'o. 
(  p  —  uhp  ^ih^f  —  pa. 

Faisons  maintenant  «  =  o  dans  les  expressions  (18)  et  (20)  ;  il 
viendra 

/  ''00  =  —  6^00, 

(24)  !  t'Q^=b{<jb'^e^-  -^"ic^e-^^bd^  —  -ic-^d'-  —Ae>bcde), 

(  /'oo=  —  5fo(2<i-  —  3ce). 
Comme  on  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  (16)  et  de  (9), 

(25)  3^00  —  5^  =  5Ao(2c;-  — 3ce), 

l'élimination  de  b  et  de  {-id^  —  3ce)  entre  (24),  (20),  (9;  et (16) 
fournit  les  huit  relations  suivantes  : 

^hoTuo  «0^00  =  o, 

,        «oo^'oo -i- 2Ao«o5'oo  =  o, 

( 26  )  /  , 

I  «0  0^00  ^  2  7-00 Jfo   =  o, 

I  A'o  0^00  —  3  /'oo  <o  =  o , 

,   hopoo-^  C^loo  — sl)t(,  =  o. 

On  a  ainsi  huit  nouvelles  combinaisons  de  résidus  qui  sont  di- 
visibles par  (/.  En  efTectuanl  les  calculs,  on  trouve  seulement  trois 


(28) 
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résidus  nouveaux,  savoir  : 

'  ^'„  =  a(  —  5abe^  —  1 2  accle-  —  6  ad"^  e  —  1 3  b-  cle- 

-^  ^bc-e-  —  5ibcd^e  -r-  24  bci^  -r-  loc^ de  —  10 c-d^)  —  bp^,o, 

s'jj  =  « (  —  3 ace^  -v-  2 ac^^ ^2  _l_  3  ^2  gs  —  6cc?e-  —  èo^^ e  —  6c^e-  —  ^c^d^e  ^  3  c^/* 
__  .^  c*  J2  _  3  c5  e  _  3  è3  ^e2  _  4  è2  c2  ««î 

'^"•*  '  ^~b^-cd^-e—b^'d'-A-5bc^de~\bc'-d^. 

i/y  =  rt  (  —  a'^  de^  —  1 3  abce^  -f-  2  aôrf-  e'^  —  38  «c^  «^e^ 

H-  34  acrf'^  e  —  9  ad'"  —  1 2  è^  e^  -^  7  6^  crfe-  —  22  b-  d^  e 

-i-  Z\bc^€-  —  8bc-d'-e  —  bcd*  —  2  5c*<fe  -r-  loc'rf'^)  —  265',m  —  st^^. 

Les  covariants  correspondants  satisfont  aux  huit  relations  sui- 
vantes, qui  correspondent  aux  huit  l'elations  (26)  : 

R2-^HQ2  =  UiHPS  — JHT  — gT^), 
l  2HR  — NQ  =  U(H'S  — U'T), 

I  NR-4-2H2Q=  UT(3UT  — HS), 

L'R-^2HQS  =  U(3QT  — 3S2T^2HP), 
U'Q  — 2RS  =  UQ', 
H'R-^3HQT  =  — U(2HS'-f-3ST2), 
H'Q  — 3RT=  — U(U"-f-ST'), 
HP^(3Q  — S2)T  =—  US'. 

En  différentiant  ces  équations  par  rapport  à  /,  on  obtiendra 

^9  ,  ■       '  /  •> 

u  -f-r  z=  it- n  —  nit  —  i/i-s, 

du"  dt'  ,  , ,       ^  ,  ^ 

u  —r-,  =  —  us  —^,  ■ —  itng  -^  nn  -+-  h/i-  (, 
dj  df 

ds  ,  , ,       „ 

—  u  -r.    =■  ihh  —  3  nt. 
^/ 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations  (19),  (22),  (17),  (12), 

'   dq'  ,  »         <-  ,  d'^q' 

-y-r  =  u(iq  — s-)-^  Q\hl.  ,-/-   =       •?.un, 

df  df^ 

du"  ,  ,   „  d-  u" 

\    df  dj^ 

I  ds  dis' 

df  ^"''  dr-  ^"    "' 

f  l,    jiar    cr»nsé(pi(iil ,    les    \.'iltiii>    ((iinplrlcs  des    |it'-iiin\  anants    <y'. 


Il  ,  s  seront 

!fj'  =  —  II»/'-  —  [  " I  2 7o  —  •«-  )  —  h/i(  ]/  -  </'„ . 
11"=  -i-  /inf-  -T-  2(  —  /t^n  —  /'•«-  —  "•'>'/  I  /  -  ",,. 
V  «'  =  —  /'-/-  ~-  ''o/  —  •Co- 
nçus avons  ainsi  obtenu,  en  tout,  quinze  formes  distinctes,  v 
compris  L,  H,  X.  S,  T  et  L',  avec  seize  syzygies  qui  les  relient 
entre  elles.  On  pourrait  continuer  de  la  même  manière  et  obtenir, 
de  proche  en  proche,  les  huit  formes  distinctes  qui  restent  à  dé- 
finir pour  avoir  le  système  complet  :  on  aperçoit,  en  effet,  à  l'in- 
spection des  relations  (2-),  que  q'  et  p,  u"  +  st'  et  5' forment  deux 
couples  nouveaux,  lesquels,  combinés  entre  eux  et  avec  les  quatre 
couples  déjà  trouvés  (7i,  n),  (s,  ?/'),  (/,  //),  (q,  /•),  permettent 
d'écrire  immédiatement  vingt  nouvelles  identités  analogues  à  (  26). 
et  d'obtenir,  par  conséquent,  vingt  nouvelles  svzvgies  entre  des 
invariants  et  covariants,  dont  quelques-uns  pourront  être  nou- 
veaux; avec  ceux-ci,  on  continuerait  de  la  même  manière  jusqu'à 
ce  que  toutes  les  combinaisons  possibles  ne  donnent  plus  que 
des  quotients  pouvant  s'exprimer  au  nioven  des  résidus  déjà 
connus  :  le  système  des  résidus  sera  alors  complet,  et  tous  les 
péninvarianls  distincts  pourront  s'exprimer  en  fonction  de  ces 
résidus  et  des  cinq  péninvariants  //,  h,  //.  s.  t.  Mais  je  ne  pour- 
suivrai pas  plus  loin  ces  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en 
plus  et  ne  pourraient  que,  conduire  à  des  résultats  déjà  connus  et 
plus  faciles  à  obtenir  par  d'autres  méthodes.  Je  me  bornerai  à 
faire  remarquer  que  les  résidus  distincts  successivement  trouvés 
se  groupent  par  couples,  tels  que,  des  deux  co\  ariants  correspon- 
dants, l'un  est  toujours  le  jacobien  de  l'autre  et  de  la  forme  pri- 
mitive U.  C'est  ce  qu'il  était  ais(''  de  prévoir;  c;ir.  si  un  certain 
covariant  distinct  est 

V  =  VXP  —  pv  tp^^y  -t-  . . . . 
le  jacobien    \\   de  l    et  de  \   aura  pour  ^nnrce 
(r  =  mp.n       p\-  .h. 

expression  qui  se  réduit  à  — pin-  dans  l'hypothèse  «  =  o  ;  les  ré- 
sidus t'o,  iV'o  de  ces  deux  covariants  donneront   donc  pour  r/ :=  o 

XI. 
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deux  restes  r„o,  ^'oo  lJ«^s  par  la  relation 

en  sorte  que  les  covariants  composés 

W2  -i-  j02  H  \2  ,       2  H  W  ^  />  A  V,       N  W  ~  2/3  H2  ^ 

seront  nécessairement  divisibles  par  L .  Et  si  Z  est  le  jacobien  de 
\\  et  de  U,  on  aura  de  même 

iuo  =  -"  {p  +  •'«  —  :i.)bn'i)o  =  p  ( p  -^  m  —  -ijb^Vûo  —  —  pip  -^  m  —  2)Aoi'oo, 

ce  qui  entraîne 

Z  =  —  p(p  -r-  m  —  -2)  H V  -4-  UZ', 

Z'  étant  une  fonction  de  covariants  plus  simples  ;  en  sorte  que,  si 
V  et  W  sont  des  formes  distinctes,  il  ne  peut  en  être  de  même 
de  Z,  et  que  la  considération  de  ces  deux  formes  donne  bien  lieu 
à  un  couple  et  non  à  une  série  indéfinie  de  formes  distinctes. 

4.   Reprenons  l'expression  (2),  en  remplaçant  a,„  par  le  rapport 
de  deux  variables,   et   multipliant   par  -r^P  pour  établir   l'homo- 


généité 


(  3 1  )  v^Vo^P-^  pvi  \P-^r,  —  ■^^-^- — -  »'2  f/'-2T,2 


VpV- 


Telle  sera  l'expression  générale  d'un  péninvariant  dans  lequel 
cim  entre  à  la  puissance  p;  je  dirai  que  le  résidu  r^,  d'un  tel  pénin- 
variant est  de  rang/?.  Pour  revenir  à  la  forme  (•>.),  il  sulfit  de  rem- 
placer \  par  a„i  et  rj  par  l'unité. 

Tous  les  péninvariants  relatifs  à  la  forme  binaire  L,,,  d'ordre  /// 
deviennent,  à  ce  point  de  vue,  des  formes  binaires  de  divers  or- 
dres par  rapport  aux  variables  H,  y,  (à  l'exception  de  ("eux  qui 
étaient  en  même  temps  relatlis  à  la  forme  U„,_|  d'ordre  ni  —  i,  et 
qui  ne  renferment  pas  ces  variables),  l^a  considération  de  ces 
Ibrmes  donne  lieu  au  théorème  siiivanl   : 

J'ont  invdriant  ou  cosuiriiint  d'un  ou  j)lusieiirs  jfcniin'ariants 
relatifs  à  \J,n,  considères  coninn'  formes  binaires  aux  variables 
;,  r,.  est  encore  utt  péninvariant  relatij  à  \.,„- 


—  09 
Kri  f'frcU   soient 

»•  =  t'o  ;/^  -^pvi  ç/'-'  r,-...  -•-  V,,  yj>, 

'■'  =  t'o ;''  '^ q^'\ l'f-'-h     ■■■  '-  ^\, r,'', 

divers  péninvarianls  relatifs  à  L„j  et  (v  un  invariant  ou  covariant 
du  svstènie  composé  de  ces  formes  en  ç,  y,.  Gomme  l'a  montré 
M.  Cavley^  iv  peut  être  défini  comme  satisfaisant  à  la  condition 


'       div             dw                (hv 

\   ''   dl    ~  '%A-,        ^''<A-., 
(32)            { 

J                                  div         ,   d»> 

f/lV 

[               ^"■'-'  d.„  •  "«  .A-;     • 

^y; 

'  cU\, 

Mais  on  a.  en  \orlu  de  (5  ), 

rA-, 

^^^      =              lfU(,„^l 

f». 

dv.. 

<'l, 

dv'. 

•  •  ) 

fir    =            "'^'m- 

'■'o- 

dv\ 


La  condition  (3a)  peut  donc  s'écrire 

du>  _  dw  dvi        div  dv^  dw    di>\         div  dv'., 

ce  qui  n'est  autre  chose  que 

o^.  div        div 

r/:  dz. 

puisque,  pour  eflectuer  l'opération -j-,  il  est  indifférent  de  l'effec- 
tuer directement  sur  les  coefficients  r/,,  rto,  ...,  <7,„_,,  ou  de 
reffecluer  avec  l'intermédiaire  de  fonctions  déterminées  Co,  t'i,  ..., 
r'„,  p, ,  ...  de  ces  coefficients;  et  que  pour  <„,  (''„,  ...  on  a  d'ail- 
leurs 

dvQ  di>'„ 

■^  =  "'      11:    ^' 


—    100  — 

Soit  iviainlenant 

.                  y     ,            n  r  —  l) 
11-  r^  If..  >'■  -^  /•a-,  'I  -I  r  -^  


le  covariant  sv  :  en  lui  appliquant  la  condition  (33)  et  égalant  sé- 
parément à  zéro  les  coefficients  de  H'',  i'~' ^.  ;''  -r,-,  ....  il  vient 
le  système  de  relations 


^/:; 

— 

o, 

—    ma„,   X  u'o 

= 

—  ■j.ma,„^iivx 

= 

-rnia,,,    i  (r,.  i 

= 

dt   ' 

Ie(]uel  n'est  autre  que  le  système  (5),  et  exprime,  par  conséquent, 
que  w  est  un  péninvariant  relatif  à  L,„. 

Ce  théorème  permet  d'obtenir  un  grand  non)bre  de  syzygies 
entre  les  invariants  et  coyarianls  de  U^,  lorsqu'on  connaît  les  ex- 
pressions de  ces  invariants  et  des  sources  de  ces  covariants  en 
i'onction  de  ;,  r,  et  des  résidus  distincts.  Si  l'on  construit,  par 
exemple,  un  invariant  de  ce  système  de  formes  en  ^,  r,,  on  aura, 
d'après  le  théorème,  nn  péninvariant  relatif  à  U,„,  mais  qui,  ne 
contenant  })lus  r/,„,  sera  en  même  tenqis  relatif  à  l  ,„.  i  ;  l'expres- 
sion ainsi  formée,  dans  laquelle  entreront  les  résidus  d'un  certain 
nombre  de  covariants  de  U^,  sera  donc  égale  à  une  autre  expres- 
sion ne  contenant  que  ceux  de  U„,_,,  et  (jui  sera,  par  conséquent, 
connue,  aux  coefficients  numériques  près,  à  cause  de  la  double 
condition  d  homogénéité  pour  le  degré  et  pour  l'ordre  :  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  déterminer  les  valeurs  des  coeKicients  num<'-ri(jues 
en  choisissant  convenablement  des  cas  |)aiti(idiers.  ,Ie  donnerai 
|)lus  loin  quelques  exem|)les  d'application  de  vvWv  nu'tliode  à  la 
recherche  de  nouvelles  syzvgies. 

Puisque  tout  invariant  et  covariant  d  un  ssslèmc  de  jiéninva- 
rianls  de  U,„,  considérés  comme  loruics  iiKh'pcudanIcs  en  ç,  r,,  est 
un  pénin^ 'triant  de  U,„,  on  j)eut  se  j)roposer  de  construire  le  sys- 
tème le  plus  simple  àc  pénin\arianls  de  li,„(pii  fournisse,  j)ar 
ses  invariants  et  covariants  par  ra|)poil  à   ;,  y,,  le  s\s|ème  complet 
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des  péiiimariaiils  disLiiicls  de  L,„.  Je  luoiiUerai  plus  loin  cjue,  pour 
//f  =  2,  3  ou  4»  ce  svstèine  le  plus  simple  est  celui  des  iiivariauls 
de  U,„,  en  y  ajoutant  la  forme  linéaire  y,,  qui  doit  être  nécessaire- 
ment introduite,  puisque  l'on  sait  que  la  dérivée  par  rapport  à  ; 
de  tout  péninvariant  est  encore  un  péninvariant.  11  serait  intéres- 
sant de  savoir  s'il  existe  un  système  simple  analogue  pour  les  for- 
mes binaires  d'ordre  supérieur  à  4- 

5.  J'ai  défini,  plus  haut,  un  résidu  de  rang  p,  comme  étant  le 
résidu  d'un  péninvariant  d'ordre  p  en  ;,  7,  :  c'est  le  coefficient  de 
'f^P  dans  le  développement  de  ce  péninvariant.  Il  est  évident  que  le 
coefficient  de  çr,''"'  dans  ce  développement  sera  un  résidu  de  rang 
p  —  I ,  car  ce  sera  le  résidu  du  péninvariant  d'ordre  p  —  i  en  ç  et 
r,  qui  se  déduit  du  précédent  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  ;; 
et,  en  général,  la  fonction  des  coefficients  «o>  ci\i  •  •  •  ■,  (hn-\,  qui 
multiplie  ^i-rj'~i  dans  le  développement  d'un  péninvariant  d'or- 
dre />,  sera  un  résidu  de  rang-  q\  les  résidus  de  rang  zéro  seront 
les  pénlnvarlants  relatifs  à  la  fols  à  \]„i  et  à  U,„_,.  Le  système  des 
relations  (5)  montre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fonction  de  «o?  <^^\i  •  •  •  >  «w-i  soit  un  résidu  de  rang  q  est 

que,   en  lui   appliquant  l'opération  -p^-,  on  obtienne  le  produit  de 
ci„i_^  par  un  résidu  de  rang  q  —  i . 

Ceci  posé,  je  vais  démonti-er  le  théorème  suivant  : 

Tout  résidu  de  rang  q,  relatif  à  l'ordre  /?  +  i  et  construit 
avec  les  coefficients  d'un  péninvariant  v  d'ordre  p  en  ç,  t,,  est 
aussi  un  résidu  de  rang  {p  -h  i)q  pcf  rapport  à  la  forme  L,„. 

Supposons,  en  effet,  le  péninvariant  mis  sous  la  forme  (3i).  Le 
résidu  tVy  de  rang  q^  construit  avec  Co,  i'i,  . .  • ,  Vp  comme  se  rap- 
portant à  une  forme  d'ordre  p  -{-  \,  satisfera,  d'après  (5),  à  la  con- 
dition 

«^■y_i  étant  un  résidu  de  rang  q  —  i  construit  aussi  avec  r,,.   r, 

V p.  Multipliant  les  deux  lucinbres  de  celle  relalion  j)ar  —  /ntf,,,^,, 
et  renq^iaçanl.  comme  dans  ta  démonslralion  du  llu'orènu^  de  l'ar- 
ticle précédenU  —///'■/,„    i  r„  p.ir       '.   —    'lua,,,    ,r,  par     '^' ,   •  •  • .. 
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il  vienl 


-d^r!  -d:  --   d^    dt  ^""^  7h;-dï=  nHp^Uqa.,,^,.,,.;.,. 

c'est-à-dire 

diVfj 

—-J-  =z  m{p  —  \)qa,n-ii'i,iv,,-i. 

Comme  c^  est  un  résidu  de  rang  p  par  rapport  à  U,,,,  celle  rela- 
tion montre  que  le  théorème,  étant  supposé  vrai  pour  «'^_,,  le  sera 
encore  pour  n'^  :  car  n'^_,  étant,  par  hypothèse,  un  résidu  du 
rang  ( p  -r-  0(  ^  —  i)  pai'  rapport  à  U„,,  i'pi\\j_\  sera  un  résidu  de 

rang/?  +  (/>  +  i){cj  —  i),  et  (Vq  qui  par  l'opération  -j^  donne «„,_,, 

multiplié  par  ce  résidu,  sera  lui-même  un  résidu  de  rang 

c'est-à-dire  {p-T-^)(J-  Oï'  le  théorème  est  évidemment  vrai  pour 
ûT  ^  I  :  il  est  donc  démontré  pour  toute  valeur  de  q. 

Ce  théorème  peut  servir,  comme  le  précédent,  mais  moins  sim- 
plement, à  ohtenir  de  nouvelles  syzygies,  à  condition  qu'on  ne 
l'applique  qu'à  former  des  résidus  de  péninvariants  dans  lesquels 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  ^  ne  soit  pas  simple- 
ment une  puissance  de  Vo-  Car  dans  l'expression  (3i)  tout  coeffi- 
cient (V/  est  par  rapport  à  L,„  un  résidu  de  rang  égal  à  son  in- 
dice; toute  fonction  isobarique  de  ces  coefficients  sera  donc  par 
rapport  à  L,„  un  résidu  de  rang  égal  à  son  poids  -.  La  circon- 
stance que  celte  fonction  est  un  résidu  de  rang  q  relatif  à  l'ordre 
/>  -f  i  n'enlraînera  donc  une  réduction  dans  son  rang  comme 
résidu  par  rapport  à  L  ,„  que  si  {p  +  i)q  <iT^')  et  c'est  celte 
réduction  seule  qui  entraîne  l'existence  d'une  svzygie.  Or  on  voit 
facilement  qu'un  résidu  de  rang  q  par  rapport  à  une  forme  d'ordre 
(/>  -h  I  I  est  de  poids  (/>  --  \)q  -r  A,  A  étant  le  poids  du  coefficient 
de  \f  dans  le  péninvariant  complet  correspondant,  La   condition 

■^Xp  -^\)q 

revient  donc  à  celle-ci,  X  >>  o,  ce  qui  exclut  les  résidus  de  pénin- 
variants dans  lesquels  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de   ;  serait  «impleinfnf  unr  puissance  dr  tn. 
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().  .le  vais  appliquer  les  nolions  précédenlfs  au  cas  de  m  =  ?., 
m  =  3  et  4- 

Pour  tii  =  '1,  la  forme  Uo  =  o x-  +  ■'■bxv  H-  cy-  n'a  qu'un  in- 
variant D  =  «;  —  ^-Y,  ;  en  le  combinant  avec  la  forme  linéaire  y,, 
on  n'obtient  que  le  jacobien  rt,  péninvariant  commun  à  La  et 
à  L  ( . 

Pour  /;i  =;  3  ,  la  forme  X]^  =^  ax'^ -\- àbx-y  +  ?>cxy- -\- dy^ 
n'a  qu'un  invariant,  savoir  son  discriminant 

en  y  ajoutant  la  forme  linéaire  y,,  on   obtient   tous  les  péninva- 
riants  distincts,  savoir  : 

Jacobien  de  A  et  de  r,. .      ii    =  a-c  —(26*  —  'iabc)r,. 
Résultant  de  A  et  de  r,.      u^  —  a-, 

Discriminant  de  A (26"*  —  iabc )'-  —  «-(4  ^^^  —  3  6-c-  ) 

=  —  4(ac  — 62)3  ^_4/j.-î. 

/i  est  la  source  du  covariant  cubique;  a  et  h  =  ac  —  6^,  trouvés 
comme  invariants  du  svstème  en  \,  y,,  sont  les  sources  de  la  forme 
elle-même  et  de  son  hessien,  c'est-à-dire  des  péninvariants  com- 
muns à  U2  et  à  U3. 

Pour  m  =4?  la  Ibrme  primitive 

Li  =  ax*  —  4  bx'^y  -h  6c.r- v-  -7-  4  clxy^  --  ey* 

possède  les  deux  invariants  S  et  T,  dont  les  expressions  en  fonc- 
tion de  ;  et  y,  sont 

S  —  (<  ;  -r-  (  3  f^  —  4  t>d)'',^ 

T  ==  Aï  -r-  {9.bcd  —  ad^  —  t-^jr,, 

/i  désignant  comme  ci-dessus  le  péninvariant  ac  —  h-. 

En  ajoutant  à  ces  deux  i'ormes  linéaires  la  l'orme  linéaire  y,,  on 
n'obtient  aucun  covarianl,  mais  seulement  les  trois  résultants  de 
ces  trois  formes  prises  deux  à  deux,  savoir  : 

(  S.  -r,  )  —  a. 

(T,  Y,)  =  //. 

(T,  S)=.A, 

A  éliint  le  (liscriiniiiaiil  de  l   :i  •■!.  \y.\v  Niiilc    un   pt-iiiiix  ;iri;iiU   com- 
inuii   it   l    1  cl  ;(   y   -, . 
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11  est  à  remarquer  loulef'ois  que  nous  n'obtenons  pas  la  source  n 
du  covariant  N  du  quatrième  ordre.  Au  point  de  vue  où  nous  nous 
sommes  placés,  n  serait  un  invai'iant  gauche  du  s\stème  des  trois 
formes  linéaires  S,  T,  y,;  un  tel  invariant  n'existe  pas,  en  général, 
lorsque  les  trois  formes  linéaires  considérées  ont  leurs  coefficients 
absolument  indépendants. 

L'élimination  de  q  entre  S  et  T  donne 

AS  —  aT  =  Ar,. 

c'est-à-dire  l'expression  de  A  en  Ibnction   de  covarianls  plus  sim- 
ples. 

Et,  en  général,  lorsqu'on  aura  deux  péninvariants  distincts  li- 
néaires par  rapport  à  \  etr,,  l'élimination  de  \  fournira  immédiate- 
ment une  svzvgie  entre  ces  péninvariants  et  ceux  qui  appartien- 
nent à  la  forme  d'ordre  m  —  i  ;  c'est  d'ailleurs  un  cas  particulier 
du  procédé  déjà  indiqué,  par  la  formation  d'invariants  du  système 
en  i,  Tj. 

7.  J'arrive  à  quelques  applications  du  théorème  du  n°  4à  l'étude 
des  invariants  et  covariants  de  la  forme  binaire  U3  du  cinquième 
ordre. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  les  expressions  suivantes  pour 
quinze  des  vingt-trois  péninvariants  distincts  relatifs  à  cette 
forme  : 

i"  Péninvariants  communs  à  U5  et  à  Uj  : 

u,  h^  s,  t,  n  (formules  -); 

n    est  le  seul  qui  soit  gauche,  c'est-à-dire  de  poids  impair. 

:i"  Péninvariants  spéciaux  à  U;,  : 

J    =  u'-^^  -\-  %  u'q  qr,  H-  .1 0  V, - . 
h'  —  iihl  -+-  A'o  T,, 

/■    =  2  /i2  ï  -^  /■„  r, , 

t'    =  (  3  //  /  —  2  /t5  j  ç  ---  /  Q  r, , 

p    =  w/iç2  -4-  2/iô;rj  -t-  por;^, 

7'  =  —  un^'-  -1-  (iiiqo  —  us-  -i-  6//0;^(  -^  7o  ^i"' 

l/"=  ~  Anç-  -T-  9.( —  /irjn  -f-  /is-  —  li'<t )t''i  -'^  "n'''i"f 


(34) 
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On  peut  V  ajouter  celles-ci  : 

iK  =  /t«;^  —  (3ust  —  /is-  —  3  A^o);^')  -H  (4  *^'o-^  3  u"q)  ;t,2  -;-  Kot,'', 
L  =  h-^{/is  —  ut)^^^  -^  2 [( hs  —  ut ) ro  —  iit^ ]  ;■' r, 
—  [6{ut~hs)s'o^6qot^  —  5s^t^]z^r,^ 


i 


2(5/;  -^  -ifsDl-r,^  -i-  LoT.S 


qui  se  déduisent  facilement  des  précédentes  et  des  formules  que 
j'ai  données  ailleurs  pour  l'expression  des  invariants  K  et  L  du 
huitième  et  du  douzième  degré,  ainsi  que  de  5"  et  t'\  savoir  : 


uK=  j st  —  lis'  t  —  j)(q  -7-  s'^), 
3  kL  =  ( p'^  -~  ^3 s'  —  K*)^  —  "ipss', 


J      us  =  u  s  —  h  p  —  hp  -^  s-t , 
\      ut' =  —  ih's' — 3fu' — 35//'. 

Formons,  comme  première  application,  le  discriminant  de  ,v' 
considéré  comme  forme  binaire  quadratique  en  ç,  r, .  Ce  sera 

Puisque  cette  quantité  est  un  invariant  du  système  en  ç,  r, ,  elle 
doit  pouvoir  s'exprimer  en  fonction  de  11.,  h,  n,  s,  t;  et,  par  suite, 
il  en  sera  de  même  du  péninvariant 

/•-  —  4  /i'^s'- 

Mais  le  covariant  correspondant  étant  droit,  de  degré  10  et 
d'ordre  i4,  il  faut  que  l'on  ait 

/•-  -i-  4  fi-  s'  =  a  ?<^'  -h  p  us^  f  ~^  '(  ^'*^^  "+"  ^  ^'**; 

a,  jj,  ^',  0  étant  des  coefficients  numériques,  car  ce  sont  les  seules 
combinaisons  possibles  de  u,  h,  n,  s,  t. 

Pour  déterminer  a,  [i,  v,  0,  supposons  h  =  o;  la  première  rela- 
tion (19)  donne  u- /•'- =^  () n- 1- =  —  c)w^^'',  à  cause  de  la  syzygie 
bien  connue 

n-  -T-  4  /'^  =  u-  hs  —  u^  t  ; 

/•-  doit  donc  se  réduire  à  — 9'^^'',  ce  qui  exige  a  ^  —  9,  ^  r=:  o. 
Faisant  ensuite  /  =  o,  on  trouve,  à  cause  de  ur  =  ^Jili' ,  li'-  =  uhp. 
us'=^  —  /ip  [relations  (19),  (2i)ct('i8)  pour  /z=:o],  tpie  0  =  0. 
Faisant  enfin  u  =  o,  et  tenant  compte  de  la  première  relation  (28  ), 
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on  voit  que 

—  7-  -r-  4  hs'  —  '(St- 

doit  se  réduire  à  zéro  pour  a  =  o;  considérant  le  terme  en  c",  on 
trouve  V  =  —  3.  La  syzygie  cherchée  est  donc 

Ci:)  R^^-4H2S'  =  — 3T2(HS-i-3LT), 

et,  en  la  comparant  avec  la  première  des  s^zvgies  (28),  on  trouve 
celle-ci 

(38)  02  — 3ST2  — 4HS'=  U(PS  — JT), 

que  j'ai  donnée  aussi  ailleurs. 

Comme  second  exemple,  formons  le  résultant  de  /■  et  de  (',  qui 
devra  être  égal  à  une  fonction  de  u,  h,  /2,  5,  t.  On  aura  donc 

2  A-  t'  —  3  urt  -^  ihrs  =  n(7.s^  -\-  ^pt-  ), 

puisque  le  covariant  avant  pour  source  le  premier  membre  est 
gauche,  de  degré  9  et  d'ordre  10  ;  ce  qui  entraîne  la  forme  donnée 
au  second  membre. 

Pour  déterminer  a,  faisons  Z  1=  o ;  /'devient en  vertu  de 

u 

(19),  iir  devient  de  même  'i}ih\  et  l'on  a  a=  o. 

Pour  déterminer  3'  faisons  5  =  0;  /'devient    ^    ur  devient 

•xkli! —  3/î/,  et,  à  cause  de  uh' —  hii  =  o,  il  vient  |j  =  9.  La  svzvgie 
cherchée  est  donc 

?.H2T'-;-2HRS  —  3LRT  — gNT^  =  0, 

et,  si  1  on  \  remplace  UR  par  sa  valeur  2HH' —  3NTet  qu'on  di- 
vise par  .2 H,  elle  se  réduit  à  celle-ci,  que  j'ai  également  donnée 
ailleurs, 

(5f))  KS-;-lIT'— 3H'T  =  o. 

.le  bornerai  ici  ces  applications,  en  faisant  rcniar(|ucr,  pour  Ici- 
miner,  que  les  propriétés  énoncées  pour  les  résidus  îles  péiiinva- 
riants  relatifs  à  une  foiinc  binaire  unique  s'étendeni  sans  difdeulle 
au  cas  i\\\\\  SNstèmc  de  |)lusieurs  foiiiie-^  binaires  indépendantes, 
en  considérant  aloi's  comme  résidu  ce  <pie  de\ieiit  la  source  d'un 
covariant  ou  in\aiianl  de  ce  s>slèine.  (|iiaii(l  ou  \  suppose  nul  le 
fjeillirr  cocriiciciil   de   In  ne  dr^  Iminr^  1 11  1  m  1 1 1  \  rs. 
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EXTRAITS   DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  3   NOVEMBRE  1882. 

PRÉSIDKNCK    DE    M.    HALPHEN. 

Communications  : 

M.  TchebichefT  :  Sur  les  segments  cTai  es  paraboliques. 

M.  Sophus  Lie  :  Sur  les  équations  différentielles  qui  admet- 
tent des  tra  n  s/o  r  mat  ions  in  fin  ités  im  a  les . 

M.  Lemoine  :  Sur  quelques  questions  de  probabilité . 

M.  Laguerre  :  Sur  le  système  des  hrpercycles  tangents  à 
quatre  semi-droites  données. 

M.  Stephanos  :  Sur  la  représentation  des  cycles  par  les  points 
de  l'espace. 

M.  Picard  :  Sur  les  formes  quadratiques  et  sur  les  groupes 
discontinus. 


SÉANCE  DU  17  NOVEMBRE  1882. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HALPHEX. 

Elections  :  M.  TchebicheflP,  présenté  dans  la  dernière  séance 
par  MM.  Halphen  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  les  tambours  spiraloïdes  pour 
les  câbles  d'égale  résistance. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  fonctions  entières. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  courbes  de  direction. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  points  singuliers  des  équations  diffé- 
rentielles. 

M.  Vanecek  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  les  plans  tan- 
gents des  surfaces  et  sur  les  plans  osculateurs  des  courbes  à 
dnubir  rourbuie . 
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M.  Picard  adresse  un  Mémoire  manuscril  ;  Sifr  la  lujdurtion  du 
nombre  des  périodes  des  intégrales  ahéliennes;  en  particulier, 
dans  le  cas  des  courbes  du  second  genre. 

M.  Schoute  adresse  deux  Notes  manuscrites  :  l'une,  Sur  le  lieu 
des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  une  parabole  donnée;  l'autre,  sur  deux 
théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébriques. 

M.  Schlegel  adresse  une  Note  manuscrite  :  Sur  le  théorème  de 
M.  Laisant  relatif  aux  centres  de  gravité. 


SEANCE  DU   l''^  DECEMBRE    188^2. 

PRÉSlDEXCIi    DE   iM.    FOURET. 

Elections  :  M.  Delannoy,  sous-intendant  militaire,  et  M.  Le 
Pont,  présentés  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Lucas  et  Laisant, 
sont  élus  membres  de  la  Société. 

M.  Autonne,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  présenté 
dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picard  et  Picquet,  est  élu  membre 
de  la  Société. 

Communications  : 

3L  Poincaré  :  Sur  les  conditions  de  convergence  des  séries 
ordonnées  suivant  des  polynômes. 

M.  Lebon  :  Sur  l'équation  de  la  section  droite  du  second  ex- 
trados dUin  berceau  coudé. 

M.  Weill  :  Sur  certaines  propriétés  métriques  des  coniques 
et,  en  particulier,  du  cercle. 

M.  Fouret  :  Sur  une  propriété  relative  à  deux  s)  stèmes  ma- 
tériels, composés  d' un  même  nombre  de  points  tn  (//it  des  /nasses 
égales  chacune  à  chacune. 

M.  Slcplianos  :  Sur  un  théorème  d' Al i^ebre. 

M.  de  Presles  :  Sur  le  dévehqqiemeul  en  série  de  Vmv^.v. 
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SÉANCE   DU    IG  DÉCEMBRE    I.S82. 

PKKSinE.NCE    DE    M.    ANDRÉ. 

Cominiinica lions  : 

M.  Fouret  :  Si/r  une  relation  entre  les  rrnons  de  eourhnre 
en  des  points  eorrespondants  de  deux  courbes  inverses. 

M.  Perrin  :  Sur  la  formation  de  la  résolvante  de  Lagranf][e 
pour  V équation  du  cinquième  degré. 

M.  Autonne  :  Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations 
différen  tic  lies  lin  éa  ires . 


SEANCE  DU  .")  JANVIER    ISSrj. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    HALPHEN. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés,  comme  lindique  létat 
qui  est  au  commencement  du  Volume. 

Elections  :  M.  Lesage,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  pré- 
senté à  la  dernière  séance  par  MM.  Lebon  et  de  Presle,  et  M.  d'O- 
cagne,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  présenté  à  la  der- 
nière séance  par  MVI.  Brisse  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la 
Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  (léométrie  de  direction. 


SÉANCE   DU    in  JANVIER    1883. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    ROICHÉ. 

M.  Perrin,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lec- 
ture du  rapport  de  M.  Halphen  sur  la  gestion  du  trésorier  en  1882. 
Sur  sa  proposition,  la  Société  vote  des  remerciements  à  M.  Claude- 
Lafonlaine,  et  une  gratification  à  ses  agents. 

Elections  :  M.  Ohrtmann,  rédacteur  du  Jahrbucli,  présenté 
dans  la  dernière  séance  par  M]M.  Halphen  et  Steplianos;  M.  INFacé 


—  110  — 
de  Lépinay,  professeur  de  Mathémaliques  spéciales  au  lycée 
Henri  IV,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Rouché  et 
André;  M.  Viellard,  manulacturier,  présenté  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  André  et  Perrin  ;  M.  David,  lieutenant-colonel  d'Ar- 
tillerie en  retraite,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Gour- 
sat  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  des  propriétés  métriques  relatii>es  au  cercle. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  hypercycles  cubiciues. 

M.  Gentv  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  les  quarticjues 
gauches  unicursales,  et  sur  les  courbes  unicursales  d'ordre  m 
(fui  ont  m  —  i  points  communs  avec  deux  droites. 


SÉANCE   DU  2  FÉVRIER    18.S;{. 

PRÉSIDKiNCIi:    DK    Jl.    ROUCIIK. 

Élections  :  M.  Smith,  professeur  à  l'Université  d'Oxford,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Stephanos,  est 
éUi  membre  de  la  Société  ('). 

Communications  : 

M.  Weill  énonce  un  théorème  Sur  les  surfaces  du  second 
degré. 

M.  Halphen  :  Sur  les  points  singuliers  des  fonctions. 


SÉANCE  DU   16  FÉVRIER    188;î. 

PRÉSIDENCE    T)E    M.    FOVRET. 


Elections  :  M.  Hu^oniot,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Weill,  est 
élu  membre  de  la  Société. 


(')  l.a  Société  Mathémali(|iic  ;i  eu  l;i  (IkiiIimu-  de  ixrilic  (•(!  Moriiltrc  éniinent 
quelques  jours  après  son  ('•iectioii.  M.  Siiiilh  csi  inoil  à  (KlVud,  U\  i?  IV-vricr  1882. 
au  iiiornent  où  l'Aradéinic  dos  Sciinccs  de  Paris  allait  lui  ih-cerner  le  i;raud  Prix 
des  Sfienres  Mallirtnal  i(iiiis. 
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Co/tmiiinications  : 

M.  Slephanos  :  Su/'  la  représentation  par  des  points  de  l'es- 
pace des  rotations  qui  superposent  les  corps  réguliers  à  eux- 
mêmes. 

M.  Appell  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  certains  déve- 
loppements en  série  de  puissances. 


SÉANCE   DU  2  MARS    18X;}. 

PRKSIDKXCE    DE   M.    ROICUÉ. 

Communication  : 

M.  Halphen  :  Sur  certaines  expressions  asymptotiques  qu'on 
/encontre  dans  la  théorie  des  nombres. 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE  (') 

OUVRAGES  ET  MÉMOIRES  REÇUS  DU  3  NOVEMBRE  1882  AU  2  MARS  l883. 

Jordan  :  Cours  d'Analjse  de  l'Ecole  Polvtechni<pie:  l.  I.  Paris. 
.88-^. 

Keveillaud  (J.-B.)  :  Essai  sur  les  chiffres  arabes.  Paris,  i883. 

Lignine  :  Liste  des  travaux  sur  les  ovales  de  Descartes.  (Ex- 
trait du  Bulletin  des  Sciences  math,  et  astr.). 

—  Sur  cjuelques  propriétés  géométriques  du  mouvement  d' un 
point.  Sur  les  systèmes  articulés  de  Peaucellier.  llart  et 
Kempe.  (Extraits  des  Nouv.  Ann.  de  Math.) 

Marcus  Baker  :  A  Ihazen's  Problem.  (Extrait  de  V American  Jour- 
nal of  Math.). 

Brocard  :  Étude  d'un  nouveau  cercle  dans  le  plan  du  triangle. 
(Extrait  des  Comptes  rendus  du  congrès  d'Alger.) 


(')  Ce  BuUelia  ne  comprend  pas  les  périodiques  que  la  Société  reçoit  en  échanire 
de  ses  publications  (voir  page  11). 
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Sclilci^el  :  System  der  Raumlehve,  nacli  den  Piinzipien  der 
Grassmann^ schen  Aiisdehnnngslehve,  und als  Einleitui^g  in 
dieselbe.  2  \  ol.,  Leipzig,  1872  et  iS-j, 

HenrT(Cb.).  :  Les  deux  plus  anciens  Traités  fiançais  d'Algo- 
ritlime  et  de  Géométrie. 

Zeuthen  :  Sur  un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  Géo- 
métrie énumérative.  (Entrait  des  Acta  j\[ath.^ 

Brill  :  Théorie  des  lignes  et  des  triangles  géodésiques.  (E\- 
trail  des  Mémoires  de  VAcad.  de  Munich.) 

Capelli  (Alfr.)  :  Fondements  d' une  théorie  générale  des  formes 
algébriques.  (Extrait  des  Mémoires  de  l'Acad.  royale  des 
Lincei.) 


Sur  un   théorème  de  la   Théorie  générale  des  fonctions; 
par  ]\I.  H.  PoiKCARÉ. 

(Séance  du  18  mai  i88.'i.) 

\  oici  le  théorème  que  je  me  propose  de  démontrer  : 

Soit  y  une  foi\ction  analytique  cjuelconque  de  x,  non  uni- 
forme. On  peut  toujours  trouver  ui\e  variable  z  telle  que  x 
et  y  soient  fonctions  uniformes  de  z. 

Pour  démontrer  ee  résultat,  je  me  servirai  du  beau  théorème 
de  M.  Schvvarz  (Mo/iatsberichte,  octobre  1870),  connu  sous  le 
nom  de  Principe  de  Dirichlet.  A^oici  quel  en  est  l'énoncé  : 

Appelons  \  et  r,  les  jiarties  réelh-  et  iinapinaire  de  ./'. 

Jùant  donné  un  coiilour  iiurlmnquc  (  ">  'sur  un  j>hin  nu  sur 
une  suif  ace  de  Riemann,  on  peut  toujours  tr(>u\rr  une  fonc- 
tion  u  de  z  et  de  y,  qui  satisfisse  à  V éijiKitutn 

d-  u        cl-  u 

qui    reste    indoinorphc  à    l' intérieur  de   (i   et   qui  prenne   des 
valeurs  données  le  lonL'  de  (]. 
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Je  dirai  quiiiie  (onclion  u  de\icnl  logarilliiniqiicjiieiil  infinie 
au  point  ç  =:  r/,  r,  =  h  quand  la  différence 

?/  -^  L  y/(  \  —  a  I-  -T-  (  r,  —  h  \- 

reste  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

En  vertu  du  théorème  de  M.  Schwarz,  on  pourra  aussi  trouver 
une  fonction  a  qui  satisfera  à  Téquation  A«  =  o,  qui  prendra  des 
valeurs  données  le  long  de  C  et  qui  restera  holomorphe  à  l'inté- 
rieur de  C,  à  l'exception  de  un  ou  plusieurs  points  donnés  où  elle 
deviendra  logarithmiquement  infinie. 

Formation  de  la  surface  de  Riemann  S. 

Considérons  m  fonctions  de  .r, 

^\)  Tu  j>'2,  •■•.  y  m, 

analytiques,  non  uniformes  en  général.  Ces  fonctions  seront  com- 
plètement définies  lorsque  l'on  connaîtra,  non  seulement  la 
valeur  de  x,  mais  encore  le  chemin  par  lequel  la  variable  .r  a 
atteint  cette  valeur  en  partant  du  point  initial  O. 

Nous  considérerons  la  variable  x  comme  se  mouvant  non  sur 
un  plan,  mais  sur  une  surface  de  Riemann  S.  Cette  suriace  sera 
formée  de  feuillets  plans  superposés  comme  dans  les  surfaces  de 
Riemann,  à  l'aide  desquelles  on  étudie  les  fonctions  algébriques  : 
seulement  ici  le  nombre  des  feuillets  sera  infini. 

Traçons  dans  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  C  partant 
d'un  point  initial  x  quelconque  et  revenant  finir  à  ce  même  point  x. 
La  surface  S  sera  complètement  définie,  si  nous  disons  à  quelles 
conditions  le  point  initial  et  le  point  final  de  ce  contour  devront 
être  regardés  comme  appartenant  à  un  même  feuillet  ou  à  des 
feuillets  différents. 

Or  il  y  a  deux,  sortes  de  contours  C  : 

i"  Ceux  qui  sont  tels  que  Tune  au  moins  des  m  fonctions  v'  ne 
revient  pas  à  sa  valeur  initiale  quand  la  variable  x  décrit  le  con- 
tour C; 

2"  Ceux  qui  sont  tels  que  les  m  fonctions  >'  reviennent  à  leurs 
valeurs  initiales  quand  la  variable  x  décrit  le  contour  C. 

Parmi  les  contours  de  la  cleuxième  sorte,  je  distinguerai  encore 
deux  espèces  : 

XI.  8 
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i"  C  sera  de  la  première  espèce,  si  Ion  peut,  en  (léformanl  ce 
contour  d'une  façon  continue,  passer  à  un  contour  infînitrsinial 
de  telle  façon  que  le  contour  ne  cesse  jamais  d'être  de  la  seconde 
sorte  ; 

9^  G  sera  de  la  seconde  espèce  dans  le  cas  contraire. 

Eh  bien,  le  point  initial  et  le  point  final  de  C  appartiendront  à 
des  feuillets  différents  si  ce  contour  est  de  la  prepilère  sorte,  ou 
de  la  seconde  espèce  de  la  seconde  sorte.  Ils  appartiendront  au 
même  feuillet  si  C  est  de  la  première  espèce  de  la  seconde  sorte 
{l'oir  ÎNole  I,  p.  i25). 

La  surface  de  Riemann  est  alors  complètement  définie.  Elle  est 
simplement  connexe  et  ne  diffère  pas,  au  point  de  vue  de  la  Géo- 
métrie de  situation,  de  la  surface  d'un  cercle,  d'une  calotte  sphé- 
rique  ou  d'une  nappe  d'un  hvperboloïde  à  deux  nappes. 

Définition  des  contours  C 

Notre  surface  de  Riemann  S  étant  simplement  connexe,  nous 
pourrons  y  tracer  une  infinité  de  contours  G  s'enveloppant  mu- 
tuellement et  enveloppant  le  point  O.  Par  chacun  des  points  de  la 
surface  S  (excepté  par  le  point  O)  passera  un  de  ces  contours  G  et 
un  seul. 

Voici,  d'ailleurs,  comment  on  peut  se  rendre  compte  de  la  dis- 
position de  ces  contours  G.  Gonsidérons  un  cercle  K  ayant  pour 
centre  le  point  O  et  de  rayon  assez  petit  pour  que  les  m  fonctions 
)'  soient  holomorphcs  à  l'intérieur  de  ce  cercle  et  même  sur  sa  cir- 
conférence. On  tracera  ensuite  une  infinité  de  cercles  G  intérieurs 
et  concentriques  à  K.  Des  différents  jioints  de  la  circonférence 
de  K  comme  centres  nous  décrirons  des  cercles  K'  assez  petits 
pour  que  les  fonctions  )'  restent  holomorphes  à  l'intérieur  de 
chacun  d'eux  et  sur  sa  circonférence.  Soit  K,  la  portion  de  l'enve- 
loppe des  cercles  K'  qui  est  extérieure  à  K.  La  portion  des  cercles 
Iv'  {pii  est  extérieure  à  K  recouvrira  une  réf^ion  annidairc  limitée 
pnr  R  et  K),  et  l'on  pourra  sillonner  celte  réj^ion  d'une  infinité  de 
contours  G  s'cnvelopp:nil  nnilinlK  incnl  et  eineloppant  K.  iJes 
divers  points  de  K,  comme  centres,  nous  décriions  des  cercles  K" 
assez  petits  pour  que  les  fonctions  )'  restent  holomorphcs  à  Tinlé- 
ricur  de  chacun  d'eux  et  sur  sa  circonférence.  Soit  Kj  la  |)orlion 
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de  l'enveloppe  des  cercles  K"  qui  est  cxtéiieure  à  K,.  La  [)orlioii 
des  cercles  R"  qui  est  extérieure  à  K(  couvrira  une  région  annu- 
laire limitée  par  K,  et  Ko,  et  l'on  pourra  sillonner  cette  l'égion 
d'une  infinité  de  contours  C  s'enveloppant  mutuellement  et  enve- 
loppant R,,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  qu'on  aura  construit  ainsi 
une  infinité  de  contours  fermés  C,  tels  que  par  chaque  point  de  la 
surface  S  passe  un  de  ces  contours  et  un  seul. 
Parmi  ces  contours  C,  j'en  choisirai  une  infinité 

G,,  G,,    ....  C„ 

tels  que  G„^.(    enveloppe  C„  et  que   tout  point    de  la  surface  de 
Kiemann  soit  intérieur  à  un  des  contours  C„. 


Définition  de  la  fonction  r,,,. 

Soient  A  le  module  dufte  fonction  elliptique,  Ret  R'  ses  périodes. 
Définissons  l'algorithme  '^  par  la  relation  suivante  : 

K 

On  sait  que  la  fonction  'i  ♦\st  holomorphe,  sauf  pour 

A-2=n.     k'-  =  \.     /.•^=3c. 

et  qu'elle  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  dont  la  partie  imagi- 
naire est  positive. 

Soit  <l  une  fonction  de  jr  définie  par  l'équation 

/%x-hS\         I 

'i     — ^  )  —  \'—  I 


'  \  Y  .r  -1-  0  / 

La  fonction  '\  a  son  module  constamment  plus  petit  qiu'  i,  et 
elle  est  holomorphe,  sauf  pour  (^voir  Note  IL  p.  i  ?.")) 

X  —  —  -■<      T  = ,      .r= 


Je  supposerai  de  plus  que  3  et  o  aient  été  choisis  de  telle  sorte 
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Kl)-^- 


de  telle  façon  que  'l  s'annule  pour  x  ^  o. 

Je  supposerai  que  la  fonction  V/w,  la  dernière  du  Tableau  (i), 
soit  précisément  6.  Si  cela  n'était  pas,  et  si  <l  ne  faisait  pas  partie 
du  Tableau  (i),  on  l'y  adjoindrait. 

Posons  maintenant 

/  —  los,  mod  -r  • 

La  fonction  t  satisfera  à  l'équation  \t  =  o.  Elle  sera  essentiel- 
lement positive,  et  elle  deviendra  logarithmiquement  infinie  au 
point  O  et  en  divers  autres  points  de  la  surface  S,  points  que 
nous  appellerons  0(,  Oo 

Définition  des  fonctions  iin- 

J'appellerai  if,i  une  fonction  qui  est  assujettie  à  satisfaire  à 
l'équation  \u,i=  o,  à  s'annuler  le  long  du  contour  C«  et  à  rester 
holomorphe  à  l'intérieur  de  ce  contour,  sauf  au  point  O  où  elle 
devient  logarithmiquement  infinie. 

Pour  étudier  les  propriétés  de  cette  fonction,  je  in'apj)uierai 
sur  le  théorème  suivant,  bien  connu  : 

Si  une  fonction  u  satisfait  à  L'équation  lu  =  o,  si  elle  est 
positive  le  long  d'un  contour  C;  si  de  plus,  en  tous  les  points 
intérieurs  à  ce  contour,  elle  est  ou  holomorphe  ou  logarithmi- 
quement infinie,  elle  sera  positive  en  tous  les  points  intérieurs 
au  contour  C. 

De  là,  on  déduit  que  les  fonctions  «„,  u„^s  —  u„  v\  t  —  u,i  sont 
positives  à  l'intérieur  du  contour  C„. 

Ainsi,  en  un  point  quelconque  de  la  surface  de  Riemann  S,  la 
fonction  u,i  est  constamment  croissante  avec  n  et  conslammenl 
plus  petite  que  /.  Elle  tend  donc  vers  une  limite  finie  //  cpiand  // 
croît  indéfiniment. 

En  d'autres  termes,  la  série 

est  coiiver;rcnlc. 


Emploi  des  fonctions  /,. 

Celle  dénionslralion  ne  s'appliquerail  pas  aux  poinls  O,,  O,,  ..., 
où  la  fonction  t  devient  infinie  pendant  que  Un  reste  finie.  En  efiet, 
t  devenanl  infinie,  nous  n'aurions  plus  de  limite  supérieure  pour 
11,1'  Considérons,  par  exemple,  le  point  0^-  et  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  un  cercle  K,  ne  contenant  aucun  autre  point  sin- 
gulier. On  pourra  construire  une  fonction  ti  qui  satisfera  à  l'équa- 
tion A^/=  o,  qui  deviendra  égale  à  ^  le  long  de  K,-,  et  qui  sera  holo- 
morphe  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  la  fonction  t, —  it,, 
sera  positive  à  l'intérieur  de  K^;  par  conséquent,  même  au  point  O/, 
nous  aurons  une  limite  supérieure  de  Un,  qui  sera  ti. 

Continuité  de  la  fonction  u. 

Il  faut  démontrer  maintenant  que  u  est  une  fonction  continue 
de  i  et  de-  r,.  Pour  cela,  je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant, 
facile  à  démontrer  : 

Si  u  est  fonction  de  ^  et  de  r,  qui,  à  l'intérieur  d'un  cercle  K 
de  rayon  R,  satisfait  à  l'équation  ^u  ==  o  et  reste  constamment 
comprise  entre  O  e^  A  (A  étant  une  constante  positive),   ses 

dérivées  -^  et  -j-  à  l'intérieur  d'un  cercle  k  de  rayon  ?•  et  con- 
clu       ari 

centrique  à  K  resteront  plus  petites  en  valeur  absolue  que 

4AR-3 
yK-rf' 

Considérons  donc  deux  cercles  concentriques  quelconques  K 
et  /»-  ne  contenant  aucun  point  singulier.  Soit  A  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  prendre  la  fonction  t  à  l'intérieur  de  K,  nous 
aurons  à  l'intérieur  de  k  (et  cela  quel  que  soit  n) 


du,, 
di 


4AR^ 


dU:, 

dr, 


Considérons  maintenant  deux  [loints  x'  et  x",  situés  à  l'intérieur 
de  k,  et  soient  u',,  et  u',^,  u'  et  u'  les  valeurs  correspondantes  de  u„ 
et  de  u.  Je  dis  que  l'on  pourra  prendre  la  distance  p  des  points. r' 
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et  .r"  assez  petite  pour  que  Ion  ait 


quelque  petit  que  soit  s. 

En  effet,  nous  aurons,  quel  que  soit  //, 

Nous  pourrons  donc  toujours  prendre  p  assez  petit  pour  que  Ion 
ait,  quel  que  soit  n, 

I  "«—  "/i  I  <^  ^' 

Les  points  jc'  elx"  sont  alors  déterminés.  Nous  pourrons  prendre 
alors  n  assez  i^rand  pour  que 

I  "■—  "«  I  '^  t'     I  ""~  "''  I  '^  t' 
On  aura  alors 

I     U'—Il"     |<£. 

G.    <^).    F.    n. 
Ainsi  u  jt;st  une  fonction  continue  de  ç  et  de  r, . 

Uniformité  de  la  convergence. 

Nous  avons  vu  que  la  série  (2)  est  convergente,  mais  cela  ne 
suffirait  pas  pour  ce  que  nous  avons  en  vue;  il  faut  encore  l'aire 
voir  qu'elle  est  uniformément  convergente  {gleichmiissig).  En 
d'autres  termes,  il  faut  montrer  qu'autour  de  chacun  des  points 
de  la  surface  de  Riemann  S  on  peut  trouver  une  région  P  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante;  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour 
que  la  différence  u  —  u,i  reste  plus  petite  que  t  à  l'intérieur  de  la 
région  P,  et  cela  quelque  petit  que  soit  s.  Pour  cela,  il  suffit  de 
montrer  qu'on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  la 
différence  u„-\.p — Hu  l'cstc  |)ius  ix'lili-  (piiinc  (|u;mlilr  donnée  t 
pour  tous  les  points  de  Pet  quel  que  soit  le  nombre  positif /'. 

En  effet,  prenons  pour  région  P  un  carré  intérieur  au  cercle  /. , 
et  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  des  ^  et  des  r,. 

Soit  /  le  coté  du  carré.  Partageons  le  carré  P  en  li-  carrés  égaux 
par  Al    parallèles  é(pii(lislanlc>^  rncni'cs  à  cliacun  de  ces  côtés; 
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les  cotés  de  CCS  petits  carrés  seroiiL  - •  Considérons  un  (|iielcorique 

de  ces  petits  carrés;  soient  jt'  le  centre  de  ce  petit  carré  etx"  un  point 
.     cpielconque  intérieur  à  ce  même  petit  carré:  on  aura 

nio(I(^' —  x")  < 


Soient  u',  u"  ;  u]^,  '«'^,  ;  t/\/_^p,  l'n^p  les  valeurs  correspondantes 
de  u,  ii,i  et  u,i^p',  je  dis  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand  pour 
que 

Gela  suffira  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  puisque  x"  est 
un  point  quelconque  du  carré  P. 

On  aura  évidemment,  quels  que  soient  n  el p, 

On  pourra  donc  prendre  le  nombre  entier  //  assez,  i^rand  pour 
que  l'on  ait,  quels  que  soient  n  et/», 

Le  nombre  /i  est  désormais  déterminé.  Formons  la  somme  des 
h-  quantités  u'^^,  I^k'^^  :  elle  aura  évidemment  pour  limite  ^/(';  ou 
pourra  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que 

v„'_v,,;^.^  i. 
On  aura  alors 

cl ,  enliu, 

'<«+,.—  «'«<-  ^-  "i-  '■•  '■' 

J-,a  série  (2)  est  donc  uniformément  convergente. 
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Propriétés  de  la  fonction  u. 

Je  dis  que  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  \ii  ^  o  et  est 
holoniorphe  si  ce  n'est  au  point  O.  En  effet,  considérons  un  con- 
tour c  quelconque  intérieur  à  P.  La  fonction  u  étant  continue, 
nous  pourrons  construire  une  fonction  U  holoniorphe  à  l'inté- 
rieur de  c  et  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

AU  =  o  à  l'intérieur  île  c,      L  =  u  le  long  de  c. 

Nous  pourrons  toujours  prendre  Ji  assez  grand  pour  que  u  —  ii,i 
reste  plus  petit  que  s  le  long  de  c.  On  aura  alors 

U  —  ««  <  s 

le  long  de  c  et,  par  conséquent,  à  l'intérieur  de  c.  On  aura  donc 

U  =  liai»,,      pour     n  ^^  -r. 
ou 

u  =  u. 

Il  suit  de  lù  que  la  fonction  //  est  holomorphe  comme  U  et  satis- 
fait à  l'équation  A«  =  o. 

La  démonstration  précédente  ne  s'appliquerait  pas  au  cas  où 
l'un  des  points  0<  se  trouverait  à  l'intérieur  du  cercle  K,  car 
alors  la  fonction  t  deviendrait  infinie  à  l'intérieur  de  ce  cercle; 
mais  on  tournerait  la  difficulté  en  remplaçant  t  par  ti.  Il  n'v  aurait 
rien  d'ailleurs  à  changer  aux  démonstrations  précédentes,  il  n'y 
aurait  qu'à  changer  partout  t  en  ti.  Ainsi  la  fonction  a  est  holo- 
morphe, même  aux  points  O,,  Oo,  .... 

On  démontrerait  de  même  que  la  fonction  u  devient  logarith- 
miquemenl  infinie  au  point  O. 

Considérons  un  cercle  K'  de  rason  H'  intérieur  au  carré  P,  et 
un  cercle  k'  de  rayon  /'  intérieur  et  conccnlri(jue  à  K'.  On  pourra 
toujours  prendre  n  assez  grand  pour  (pie 

pour  Ions  les  jiolnts  intérieurs  à   K'.   On  ;iMra  alors,  à  rinlérieiir 
de  /.', 


du         ri  II 

'Tr-       rii 


t/ii      t/ii„ 
,h.       ,h. 


-  hil  - 

Donc  on  peut  prendre  ii  assez  grand  pour  que  les  valeurs  ahso- 

,  ,  ^•lr'  du  du,,  du         du,,         ■  , 

Jues  des   aillerences   -j? iz-  cl  —, ;—  soient    plus    petites 

d\  a;  «r,  rtT,  '  *■ 

qu'une  quantité  donnée  a  pour  tous  les  points  intérieurs  à  //. 

Considérons  maintenant  une  région  quelconque  G  :  je  dis  qu'on 

pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que  les  inégalités 


(3) 


du        du,, 
"dî  ""  ~d\ 


du        du,, 
dt^  dr^ 


subsistent  pour  tous  les  points  de  G.  En  effet,  nous  pourrons 
décomposer  la  région  G  en  un  nombre  fini  de  régions  partielles 
assez  petites  pour  que  chacune  d'elles  soit  contenue  dans  un  cercle 
tel  que  A';  alors  nous  poui-rons  prendre  ii  assez  grand  pour  que, 
dans  chacune  de  ces  régions  partielles,  les  inégalités  proposées 
soient  satisfaites.  En  donnant  à  n  la  plus  grande  des  valeurs  ainsi 
obtenues,  les  inégalités  auront  lieu  dans  toute  la  région  G. 
En  d'autres  termes,  les  séries 

dux        / duo        du\  ,  I du,i+\        du,i\ 

~dï'^\dï  ~'d\)^"'^\'~d\  ^/'"■"' 

dui        [dui        dui\  /dun-i-i du, A 

dr^         \  dr^  dq  /  \     dr^  dr^  J 

du         du 
sont  unijormenient  convergentes  et  ont  pour  sommes  -^  ^^  'J^' 


Définition  des  fonctions  i  et  v,,- 
Nous  définirons  les  fonctions  v  et  ('„  par  les  équations 


dv              du 

5|   ^~d^i 

d\>         du 

7h,  -^i' 

dv,i             du,, 
d%    ~        dr^  ' 

f/i'„  du,, 
d(\          d\ 

Ces  équations  sont  compatibles  à  cause  des  relations 

A«  =  Ait,,  =  o. 

Nous  achèverons  de  définir  les  fonctions  c  et  v„  en  leur  im|H)- 
sant  de  s'annuler  pour  un  certain  point  A  de  la  surface  S,  dillérent 
du  point  O.  r.es  fonctions  c  et  f,,,  si  M  est  le  poinl  (;,  r,),  seront 
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alors  définies  par  les  intégrales 

Reprenons  la  région  G,  et  appelons  L  le  plus  grand  chemin 
qu'il  faut  parcourir  sur  la  surface  S  pour  aller  du  point  A  à  un 
point  quelconque  de  G;  supposons  qu'on  ait  pris  n  assez  grand 
pour  que  les  inégalités  (3)  soient  satisfaites;  on  aura  alors 

\    V  —  V„\   <7.0L  L. 

ce  qui  prouve  que  la  série 

est  unil'ormément  convergente  et  a  pour  somme  t". 

Définition  des  fonctions  -z  et  z„. 
Nous  poserons 

r-  —    o—(tl-\-iv)  -  .  —   p  —  dln-^lVn'' 

Les  fonctions  cctr,^  n'étaient  pas  entièrement  déterminées,  car, 
selon  le  chemin  que  l'on  prend  pour  aller  de  A  en  M,  les  valeurs 
de  p,  par  exemple,  peuvent  différer  d'un  multiple  de  a-r.  Si,  par 
exemple,  on  revient  au  point  A  après  avoir  tourné  k  fois  autour 
du  point  O,  on  a 

V  =  v„=  ik-. 

Au  contraire,  les  fonctions  ;  et  :;„  sont  parfaitement  déterminées. 
On  aura 


dx 


1       dit         .  du\       ,      .  ,       d:i„         /       du,,         .  </«„  ,       , 


ou,  en  posant  u  H-  M'  =  o),  it„  -h  /r„  =  (.)„, 


i/z  dio        ^_        dz„  di»,i 

fh'  d.r  '       dj-  d.r 


N(»ii-«  poiiNoiiN  |)iciidrc  n  ;isMv,  grand   |)oui   qii  .i  I  iiiIitu-im   (!<•  la 


région  G  on  ait  à  la  fois 


\-i:',  - 


dx         dx 


7.  et  î  élant  deux  quantités  données. 

Je  dis  que  si  l'on  considère  un  point  de  G  où 


^\a. 


on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que 


dx 


dz.i 
dx 


<S 


0  étant  une  quantité  donnée.  En  effet,  on  aura  identiquement 


dz 
d? 


dz„  diM.,        diM 

~dF 
•n—  a 


dx         dx  doj ., 

■  -î-  a 


dx    {  z  —  a  )  (  z,i  —  a  ) 


d'où,  si  n  est  assez  grand. 


U) 


dz 

Tir 


dx 


»od(.-") 


moda  (  mod  -j-^ 


0  — 
/  mu 


d  (  -  —  a  )[  iiiud  (  «  —  a  )  —  i\ 


Et  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  t  et  a  assez  petits  pour  que  le 
second  membre  soit  aussi  petit  que  l'on  veut. 


Propriétés  des  fonctions  ;  et  z„. 

Il  est  évident,  d'après  la  définition  de  la  fonction  :■„,  que  cette 
fonction  ne  peut  prendre  qu'une  seule  fois  la  même  valeur  à 
l'intérieur  du  contour  G,,.  Si  donc  on  prend  l'intégrale 


/ 


dx 


dx 


~-u  —  <' 


le  long  d'un  contour  fernu'-  intérieur  à  G„,  on  aura  pour  résultat 
zéro  ou  2  1  T.. 
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Je  dis  maintenant  que  la  fonction  ::  ne  peut  prendre  deux  fois 
la  même  valeur.  Supposons^  en  efiet,  qu'elle  prenne  la  valeur  a 
en  deux  points  B  et  C;  on  pourrait  toujours  construire  une 
région  G  contenant  les  points  B  et  C,  et  ne  contenant  ni  le 
point  O,  ni  aucun  point  (autre  que  B  et  C)  où  la  fonction  z 
devienne  égale  à  a.  On  pourrait  alors  trouver  une  limite  supé- 
rieure du  module  de  -r-  et  une  limite  inférieure  du  module  de 
dz 

z  —  a  quand  le  point  x  est  assujetti  à  rester  sur  le   périmètre 
de  G  ;  soient  \  et  [j.  ces  deux  limites.  On  aura  aussi 

mod  [  I I  >•  [JL, 


puisque  le  module  de  :;  est  essentiellement  plus  petit  que  i . 

On  aura  donc,  en  désignant  par  L  la  longueur  du  périmètre 
de  G  et  en  nous  reportant  à  l'inégalité  (4), 

/    \  — '■ ^^^  /  dx     <     -  -I-  inod a(\-\-%)  —j—^ r     L, 

/     \z  —  a        Zn—aJ  \\i.  !-»-(l^  — -)J 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  périmètre  de  G. 

Jl  s'ensuit  qu'on  peut  prendre  /?  assez  grand  pour  que  la  valeur 
absolue  de  la  différence  des  deux  Intégrales 

J    z  —  a  J     Zn  — 


dx 

soit  aussi  petite  que  l'on  veut;  or  cela  est  absurde,  puisque,  si  n 
est  assez  grand  pour  que  le  contour  C„  enveloppe  G,  la  première 
intégrale  devrait  être  égale  à  ^i~  et  la  seconde  à  •.>. ^tt  ou  à  zéro. 

L'iiypotlièsc  faite  au  début  doit  donc  êlre  rejetée,  et,  par  con- 
séquent, la  fonction  ::  ne  peut  prendre  qu'une  seule  fois  la  môme 
valeur.  A  une  valeur  de  z  ne  pourra  donc  correspondre  qu'un  seul 
point  de  la  surface  S,  et  par  conséquent  un  seul  système  de 
valeurs  des  fonctions  j'i,  )'o,  . .  .,.T'/m,  x,  puisipie  la  surface  S  a 
été  conslruilc  de  telle  façon  (jue  ces  fondions  ne  j)uissent  avoir 
(|ii'iiiie  seule  valeur  en  cliacun  des  poiiils  de  cette  surface. 

//  Vi'sulic  de  là  (/lie  c,,  r,,  •  •  •«  ,•/«  ''f  ■''  ■'<i>>if  des  Joiictioiis 
niiijOinics  de  z.  c.    <.».    i'.    u. 


i2ri 


NOTE    I. 


11  résulte  de  la  manière  dont  cette  surface  S  a  été  construite 
qu'autour  de  chaque  point  singulier  viennent  s'échanger  une  infi- 
nité de  feuillets.  Nous  ne  regarderons  pas  un  point  singulier 
comme  faisant  partie  de  la  surface  de  Riemann,  mais  seulement 
de  sa  frontière;  ainsi,  quand  nous  dirons  plus  loin  que  tout  point 
de  la  surface  de  Riemann  est  intérieur  à  l'un  des  contours  C,,,  il 
va  sans  dire  que  tous  les  points  singuliers  restent  en  dehors  de 
tous  les  contours  C„. 

Il  résulte,  en  outre,  de  la  façon  dont  la  surface  a  été  construite, 
que  X  et  que  les  fonctions  jk,  leurs  intégrales,  les  intégrales  de  leurs 
intégrales,  etc.,  ne  peuvent  prendre  qu'une  seule  valeur  en  chacun 
des  points  de  la  surface  S. 

NOTE    II. 

Les  points  —  -■, et  -■,  étant  des  points  singuliers,  sont 

r  a  Y        ^  —  Y  o  7 

en  dehors  de  la  surface  de  Riemann. 


Remarque  sur  la  ligne  de  striction  de  Vhyperholoïde  à  une 
nappe  ;  par  M.  K.  Bobek  (Assistant  à  l'Ecole  Polytechnique  de 
Prague). 

(Séance  du  6  juillet  i883.) 

Je  crois  que  l'on  n'a  pas  encore  remarqué  que  la  ligne  de  stric- 
tion de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  est  composée  de  deux  courbes 
gauches  du  quatrième  degré  de  seconde  espèce,  respectivement 
pour  chaque  série  de  génératrices;  une  courbe  coupant  les  droites 
de  la  série  correspondante  en  un  point,  qui  est  le  point  central, 
et  les   droites  de  l'autre  série  en  trois  points. 

Voici  comment  on  le  peut  démontrer.  Soient 

-r'2              1/2             -2 
/  .  ^  2__      ■      •!_  "  

a-         ù-        c-  "~ 
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l'équation  de  rjivperboloïde  et 

^2        r^       z'- 

(2)  -;  —  TT ^  ~  ^ 

•    '  a-         b-         c- 

l'équation  de  son  cône  asymptotique  Q.  Menons  par  la  géné- 
ratrice g  de  l'hyperboloïde  le  plan  G  qui  est  normal  au  plan  G' 
passant  par  g  et  tangent  au  cône  Q. 

Le  point  a  de  contact  du  plan  G  est  le  point  central  de  la  géné- 
ratrice g.  Soient  1-  la  génératrice  du  cône  Q  parallèle  à  i?"  et  <&  le 
plan  qui  passe  par  y  et  qui  est  normal  au  cône.  6  est  alors  pa- 
rallèle à  G  et  celui-ci  touche  par  conséquent  l'hyperboloïde  au 
point  a  qui  se  trouve  sur  le  rayon  conjugué  du  plan  <6  à  l'égard 
du  cône.  Mais  le  plan  (6  a  pour  équation 

.r  ~         )■   '    '     z^ 

Soient  (o",   )',  z)  les  coordonnées  d'un  point  de  6  et 

_    I         1 

ly-        c- 

1   "  ^  ^2  "^  Tii  ' 
le  ra\on  conjugué  aura  pour  équations 

t     ^  a-1 


(4)  Pr.  =        -^' 

f      r  _        ^'V 

1    ^"^  ~  " 

Pour  les  points  d'intersection  avec  riiypcrboloïdc.  on  trouve 


(5)  P=-v/^-^r-Ç' 

.r,  1',  :;  étant  liés  par  Técpiation  (2). 

Ia'  li<'U  de    tous  les  rayons  (  \)  est  un  cône  dn  (pialrirnic  de^r»', 
ipii    ;i    1rs    ;i\('s   ilr  lliN  pciboloïdc    poiii    i;(tit'ralriccs    diMd)lrs.    Son 


—    h27     - 
équation  esl 

^2      ~^     y  2  r2  i^    \^f^2  /ji  (.i  J  ~     ' 

La  ligne  de  striction  paraît  être  du  huitième  degré  ;  mais  je  veux 
montrer  qu'elle  se  décompose. 

En  joignant  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sojit  (ç,  y,,  ^i, 
(  —  H,  —  /,,  'Ç)  par  la  droite  qui  a  pour  équations 


on  obtient,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (5), 
et,  en  éliminant  le  paramètre  ai'bitraire  jj.-, 

/X'^  r2\/rt2a2  ^»2  32\  c2-'2    /  -2\ 

Or,  eu  égard  à  la  relation  [Î5  4-  y  =  a,  on  a  l'identité 
5t-2^  32  — v2  =  2afi, 

et  la  dernière  équation  devient 

fax  y        h'i   xy       c^--;^- 
\  b    X         a    y!  z- 

/ay.  y        6  3   .r        C'i\/n7.  y        h'^   x        c'(\ 
\  h     X         a    y         z  /  \  h     x         a    y         z  / 

ce  qui  donne  les  deux  surlaces  l'églées  du  troisième  ordre 

C;         (  a2a  7'2  -^  b-  '^x-)z  —  abc'(xy  =  o. 
D;         (a'-oLy'^ -h  b^^x^)z -h  abc^(xy  =  o. 

qui  passent  chacune  par  deux  droites  de  riivperboloïde,  à  savoir  : 

^  ,      ,     .  y  .b  .  V  .b 

L-  par  les  droites     —  =  —  ?  -  »      z  =  -^  ic         et  *—=:-(-  t  -  ,      z  —  —  ic. 

~  '  ,  X  a  X  a 

,  ,       ,     ■  y  . b  .  y  .b 

D-  |)iii    les  (Molles      —  =  —  i  —■>       z  =  —  ic  el  ^—  =  -^  i  —  ,      z  =  -\-  ic 
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et  qui  coupent  par  conséquent  l'hyperboloïde  suivant  des  courbes 
du  quatrième  degré  de  seconde  espèce. 

Soient  Ci  et  D4  les  courbes  d'intersection  de  C^  et  de  D;  avec 
l'hvperboloïde  ;  on  trouve  alors  que  les  surfaces  réglées 

Gx        (b^^z^  -\-  c^'{y^)T  —  abcoLxy  =  o, 
Cy        {c^-(x^ —a^oLZ^)}-  — abc'^xz  =  o 

passent  aussi  par  la  courbe  C^  et  que  les  surfaces 

Dx         (b^'^z^ -^  c-'(y-)x -h  abcoixy  —  o. 
D  V         (  c2  Y  a?2  —  a2  a ^2  j  y  _i_  abc  ^xz  =^  o 

passent  par  la  courbe  D4.  Les  génératrices  d'intersection  de  ces 
surfaces  avec  l'hyperboloïde  sont  : 


Pour  Cx  les  droites.. 
Pour  Cy  les  droites.. 
Pour  Dr-  les  droites.. 


Pour  Dy  les  droites. 


La  courbe  C4  appartenant  comme  ligne  de  striction  à  la  série  (^■) 
des  génératrices  de  l'hyperboloïde,  les  droites  qui  ont  les  surfaces 
Cs,  Cxi  Cy  communes  avec  l'hyperboloïde  appartiennent  à  la  même 
série  (^),  tandis  que  les  autres  droites  mentionnées  sont  de  la 
seconde  série  (^). 

En  vertu  de  cette  décomposition  de  la  courbe  du  huitième  degré 
en  deux  courbes  du  quatrième  degré,  il  est  nécessaire  que  la  ra- 
cine carrée  (5)  s'exprime  rationnellement. 

Posons,  en  effet, 

.r  rr:  vrt  sincp, 

y  =  ^j  b  cos(i, 

>5  =  V  c  ; 

soient  v  «i  -^  deux  |)aiamèli('s  nrbilriiiics  :  les  coonlonnées  .r,  )•,  z 


b 

c 

X  =  —  0; 

y 

=  — 

b 

—  ■> 

c 

X  =  —  a. 

a 
c 

y=~  /.: 

X 

=  — 

a 

—  > 
c 

r  =  -r-b, 

b 
c 

.r  =  -i-  a  ; 

1- 

=  - 

b 

—  j 
c 

X  =  -h  a, 

a 

c 

y^-b: 

X 

--- 

a 

—  t 
c 

y  =-h  b. 
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satisfont  toujours  à  l'équation  (9,),  et  l'on  a 

■)  _  ^^cos^cp -H  [32  sin^cp  —  Y^  ginîcp  cos2(p        /a  —  Y^in^cp 


P'  Mil"*  —  Y   ='"  y'  *""*    i        /  ^  —  Y  *"'  T  \ 
v2  sin^tp  cos^cp  '  V  sino  cos'i/ 


eu  égard  à  l'identité  [5i-  —  a^  —  T"  ^=^  —  ^.a-^. 
Les  équations  de  la  courbe  C/,  sont  alors 

^_  a  y.  cos  o  _      ôpsincp  CYCOsosinc- 

a  —  Y  •'^"1  ?  a  — Ysin^«p  a  —  Y^in^^cp 

et  celles  de  la  courbe  D4 

.  «acoscp  ôSsino  ^        CYCOscpsino 

r   :^=    ^ 5         T    r:r ■ y         ^   ^^         ' î L  • 

a  — Y'^'"^?  ^  —  Y  si""'?        ^        a  — Y^in^cp 

En  posant  tangues  =:  t,  on  mettra  en  évidence   le  degré  de   l;i 
courbe;  il  vient  en  effet 

'  ~'^    a(i-f-?2)2  — 4y/2  ' 

'''~-a(n-/^)2_4Y^2' 

le  signe  supérieur  correspondant  à  la  C  j  et  le  si^ne  inférieur  à  la  D ., . 
Les  projections  de  cette   courbe   gauche  et  les   relations   mé- 
triques se  calculent  aisément  au  moyen  des  formules  données. 


6"///-  les  fonctions  H;  par  M.  H.  Poincaré. 

(Scanœ  du  20  juillet  i883). 

Considérons  une  fonction  0  à  n  variables 

0(,r|,  X-i,  .  .  .,  X,i)  =  v;g04-/«,x,+Wjj-,+  ...-i-w„.r„_ 

:p  représentant  une  forme  quadratique  par  rapport  aux  n  nombres 
entiers  m,,  m^,  •  • .,  '^n-  Considérons  ensuite  n-  constantes  quel- 
conques 

«11,  '''12,    .  ■ .,  «i«, 

"21,     '-'23,      •  .  .,    fl'2«' 
f'>l\:    "ni "■■,■■ 


-  i:{(»  — 
Si  nous  écrivons,  pour  abréger. 

e{a;  —  aii)  =  e(Xi-~aii,  x.—  «i,,  .  .  .,  j„— «,„), 
et  que  nous  considérions  les  n  équations  simultanées 

(i)  ©(>/—  «i/>  =  &(^i  —  (tîi)  =  . .  •=  6{xi—a„,)  =  o, 

on  peut  se  demander  combien  ces  équations  ont  de  systèmes  de 
solutions  communes.  Je  ne  considère  pas,  bien  entendu,  comme 
distinctes  les  solutions  congruentes, -c'est-à-dire  celles  qui  ne  dif- 
fèrent entre  elles  que  par  des  multiples  des  périodes. 

Le  problème  est  résolu  dans  le  cas  de  n  =  i,  c'est-à-dire  dans 
le  cas  particulier  des  fonctions  elliptiques;  mais  je  ne  crois  pas 
qu'il  le  soit  encore  dans  le  cas  général  des  fonctions  abéliennes. 

Dans  le  cas  des  fondions  elliptiques,  la  forme  cp  se  réduit  à  un 
seul  terme 

et  la  fonction  (■)  à  la  série 

Les  équations  (  i)  se  réduisent  à  léquation  unique 
(2)  B,.ri  — r/,|  )  =  o. 

et  cette  équation  n'adme!  qu'une  solution. 

Pour  le  démontrer,  on  se  sert  de  la  formule  de  Cauchy  ([iii  sert 
à  calculer  le  nombre  des  racines  d'une  équation  qui  sont  inté- 
rieures à  un  contour  donné,  et  l'on  applique  celte  formule  au  paral- 
lélogramme des  périodes. 

Depuis,  M.  Kronccker  a  généralisé  la  formule  de  Caucliy  de 
manière  à  exprimer  sous  la  iorme  «l'une  intégrale  multiple  définie 
le  noml)re  des  solutions  communes  à  un  système  de  n  équations 
à  n  inconnues,  lorsqu'on  assujettit  ces  solutions  à  être  comprises 
dans  un  domaine  donné.. 

Malheureusement  cette  formule  ne  se  prèle  pas,  comme  ou 
pourrait  le  croire  au  premier  abord,  à  la  généralisation  immédialt- 
de  l'analyse  qui  donne  le  nombre  des  st>lulions  de  l'équation  (:i). 

lui  rcvanclie,  elle  peut  nous  conduire  iudinM-lenienl  à  la  solti- 
Ikui  (lu  pioblèrnc  (lui  mou>  n(-(-ii|ie.  Imi  t'ilcl.  Ii-  noinbir  clicrcln' 
des  solutions  de>  é<jualions  (i)  ne  poun;iil  dépendit'  que  de- 
|irri(Ml<>i.  ( 'rs|-;'i-dirc   t\f>  coelfieienls   t\v   \,\    loiinc  quiidr.il  upir    -. 


-  lui  - 

et  je  vais  démontrer  qu'il  en  est  indé|)endant.  Pour  obtenir  le 
nombre  des  solutions  distinctes  des  équations  (i),  il  faut  cher- 
cher le  nombre  des  solutions  comprises  dans  le  prismatoïde  des 
périodes,  pour  nous  servir  d'une  expression  qu'a  employée,  pour 
la  première  fois,  l'illustre  géomètre  de  Berlin  que  nous  citons  en 
ce  moment  (Com/»/e5  vendus:  Des  unités  complexes,  i883).  C'est 
donc  à  ce  prismatoïde  qu'il  faut  appliquer  l'intégrale  de  M.  Kro- 
necker.  Je  dis  que  cette  intégrale  qui  nous  donne  le  nombre 
cherché  est  indépendante  des  coefficients  de  o. 

En  effet,  considérons  d'une  manière  générale  l'intégrale  de 
M.  Kronecker,  appliquée  à  un  système  d'équations  quelconque  et 
à  un  domaine  quelconque,  et  supposons  que  ces  équations  dé- 
pendent de  certains  paramètres  variables.  L'intégrale  ne  pourra 
cesser  d'être  une  fonction  continue  de  ces  paramètres  que  si  l'ev- 
pression  sous  le  signe  J  devient  infinie  pour  un  point  de  la  péri- 
phérie du  domaine  considéré.  Or  cela  ne  peut  arriver  que  si  une 
des  solutions  du  système  d'équations  données  se  trouve  sur  cette 
périphérie.  Mais  notre  intégrale  représente  un  nombre  positif 
essentiellement  entier,  de  sorte  que,  toutes  les  fois  qu'elle  sera  une 
fonction  continue  des  paramètres  envisagés,  elle  sera  constante. 
Ainsi  l'intégrale  ne  peut  varier  que  si  une  solution  entre  dans  le 
domaine  ou  si  elle  en  sort. 

Mais,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  en  admettant 
qu'une  solution  sorte  du  prismatoïde  des  périodes,  il  faudra,  en 
vertu  de  la  périodicité  même,  qu'une  autre  solution  y  entre  au 
même  instant,  de  sorte  que  l'intégrale  de  M.  Rronecker  ne  peut 
jamais  varier. 

Il  suflira  donc  de  résoudre  le  problème  dans  un  cas  particulier 
pour  l'avoir  résolu  dans  le  cas  général.  Or  cela  est  aisé,  car  nous 
n'avons  qu'à  supposer 

•:,  =  'J.xx\  -L-  Xî .rj  -(-... -t-  'X., .c'-, 
el,  en  posant  alors 

on  aura 

H  =  0,0,,.,.  0„. 

de  sorte  que  la  lonclion  H  se  i(''(liiir;i  ;"i  un  [U'odnil  d»'  loiulions  (-> 
elliptiques. 


—  13-2  — 

Les  équations  (i)  se  ramènent  alors  à  un  certain  nombre  d'équa- 
tions de  la  forme  (2),  et  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  admettent 
ni  solutions  distinctes.  Ainsi,  si  le  nombre  des  variables  est  égal 
successivement  à  1,  2,  3,  4?  •••>  le  nombre  des  solutions  des 
équations  (i)  sera  de  1,2,  6,  24,  •  -  •  • 

Une  autre  application  du  même  principe  va  maintenant  nous 
permettre  de  résoudre  un  problème  un  peu  plus  général. 

Considérons  un  svstème  de  /îX/?xA'  constantes  que  nous 
désignerons  par  la  notation 

(t/j/i, 

l'indice  i  variant  depuis  i  jusqu'à  p,  l'indice  y  depuis  i  jusqu'à  n, 
et  l'indice  /i  depuis  i  jusqu'à  /c.  Supposons  que  l'on  ait  entre  ces 
quantités  les  relations  suivantes  : 

i  =  /;  j  =  p  i  =  p  i  =  p 

et  cela  quel  que  soit  l'indice  y. 

Soient  de  plus  A,,  A.j.  ,..,  \f,  k  ronslanles  lout  à  fait  quel- 
conques, et  j)osoi)s 

/i  =  /       (  =  /. 

H  =  V  A/,J^(-)(./V— .7,7/,). 
/i  =  j       j  -  1 

Nous  dirons  que  II  est  une  fonction  bomogène  et  de  degré />. 
Cela  posé,  envisageons  n  fonctions  bomoiiènes 

II,.   H> Il,, 

respectivement  de  degré/),,  p-^',  .  .  .,  />«. 

Quel  est  le  nombre  des  svslèmes  de  valeurs  des  .r  qui  nnnulonl 
à  la  fois  ces  //  fonctions?  Le  ntèmc  raisonnement  (im-  nous  venons 
de  faire  montre  (\ue  ce  nombre  est  consi.anl  cl  indépendant,  par 
exemple,  des  quantités  A/,. 

Or,  dans  le  cas  où  les  fonctions  II  se  r«''(iiii>ent  à  des  piodnil-.  de 
(iiHctions  (-).    ce  nombre  est   éi;;d  à 

(3)  //!  X /7,/>2.  ../»„. 

Tel  est  (loiK    le  nondire  clierclK'. 
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Il  esta  reniartjuer  (ju'il  peut  arri\er  que  les  //  équations 

ne  soient  pas  distinctes,  c'est-à-dire  qu'elles  aient,  outre  un  nombre 
de  solutions  communes  isolées,  toujours  inférieures  à  l'expres- 
sion (3),  une  infinité  de  solutions  communes  non  isolées  les  unes 
des  autres. 

C'est  en  particulier  ce  qui  arrive  dans  le  problème  de  l'inver- 
sion de  Jacobi,  tel  qu'on  le  traite  ordinairement. 

Demandons-nous  maintenant  combien  il  v  a  de  fonctions 

Q{xi—  ai) 

qui  s'annulent  pour  n  svstèmes  donnés  de  valeurs  de  jj. 
Je  représenterai  ces  n  systèmes  par  la  notation 

^1=  bîi-     (  f  =  1 .  2,  ...,«;  A-  =  I ,  -2 n  ). 

Nous  aurons  alors  à  résoudre  les  n  équations 

(4)  ©(6/1  — a,)  =  e(6,-2— «/)  =...=:  e(6,„— a,)  =.  o 

par  rapport  aux  a/. 

Ces  équations,  d'après  ce  qui  précède,  ont  n\  solutions  com- 
munes, îl  existe  donc  /?  !  fonctions  (■)  qui  s'annulent  pour  n  svs- 
tèmes donnés  de  valeurs  des  x. 

Si  /i  >  2,  on  a 

Il  en  résulte  que  les  n\  solutions  communes  des  équations  (i)  ne 
sont  pas  indépendantes  et  qu'il  y  a  entre  elles  ii\  — n  relations. 
La  connaissance  de  n  d'entre  elles  suffit  pour  faire  counaître  les 
autres. 

Mais,  pour  se  rendre  compte  de  la  complication  des  relations 
envisagées,  il  suffit  de  chercher  (juel  est  le  nombre  des  svstèmes 
de  ii\ — n  solutions  complémentaires  qui  correspondent  à  un 
même  système  de  n  solutions  données. 

On  pourra  construire  n\  fonctions  0  qui  s'annuleront  pour  les 
n  solutions  données;  on  en  choisira  n  quelconques;  ce  choix 
pourra  se  faire  de 
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manières.  A  chacune  des  combinaisons  de  n  fonctions  0  corres- 
pondra un  système  de  n\ — ;?  solutions  complémentaires.  Le 
nombre  de  ces  systèmes  sera  donc  donné  par  l'expression  (5). 

Ce  nombre  croît  très  rapidement;  pour  /?  =  3,  4,  5,  6,  .  .  . ,  on 
aura  siiccessivement 

\  =  20,     N  =  10626,     N  >  lo**.     N  >  lo'*. 


Sur  le  centre  de  courbure  des  courbes  de  poursuite  ; 
par  M.   Maurice  d'Ocagine. 

(Séance  du  20  juillet  i883.) 

Le  point  a  déci'it  une  certaine  courbe  (a);  sa  vitesse  est  av,  à 
l'instant  considéré. 

Le  point  b,  dont  la  vitesse  peut,  d'ailleurs,  varier  dune  façon 
quelconque,  est  astreint  à  la  condition  de  se  diriger  constamment 


sur  le  point  a\  ce  point  décrit  une  courbe  {b)  dite  de  poursuite. 
Soit^  à  l'instant  considéré,  bv'  la  vitesse  du  point  b. 

Le  théorème  qui  fait  l'objet  de  la  présente  Note  est  le  suivant  : 

Théotième.  —  Les  perpendiculaires  menées  par  chacun  des 
deux  points  à  la  vitesse  de  Vautre  se  coupent  en  un  point.  La 
perpemliciilaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  résultante  des  deux 
vitesses  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  de  pour- 
suite. 


La  déiuoiislraUon  osl  des  plus  faciles. 

Soit  c  le  centre  de  courbure  de  la  courlie  de  [joiirsuile  (b);  la 
droite  ab  touchant  son  enveloppe  au  point  b  et  la  normale  à  la 
courbe  (a)  coupant  au  point  a  la  normale  à  la  courbe  (b),  on  a 

d(b)  ~  T? 
ou,  en  divisant  dans  le  premier  membre,  haul  et  bas,  par  dt, 

av        a  a 
bv'         hc 

Par  le  point  «,  élevons  à  la  vitesse  bv'  la  perpendiculaire  am  ; 

du  point  b,  abaissons  sur  la  vitesse  av  la  perpendiculaire   l)ni  ; 

nous  avons 

aa  =  bm. 

D'ailleurs,  construisons  en  un  point  quelconque,  le  point  b 
par  exemple,  la  résultante  bvi  des  vitesses  bv'  et  v't',  égale  et 
parallèle  à  av.  L'égalité  écrite  plus  haut  devient 

v'  v^        bm 
bv'         bc 

et,  comme  les  angles  bv'Vi  et  mbc  sont  égaux,  leurs  côtés  étant 
perpendiculaires,  il  en  résulte  que  les  triangles  bv' ç,  et  ?7ibc  sont 
semblables.  Les  côtés  homologues  v'^>^  et  bm,  bv'  et  bc  de  ces 
triaTigles  étant  perpendiculaires,  il  en  sera  de  même  des  troisièmes 
côtés  bv,  et  me,  et  le  théorème  est  démontré. 

On  peut  remarquer,  d'après  ce  théorème,  que  la  courbure  de 
la  courbe  de  poursuite  (b)  n'est  point  liée  à  la  courbure  de  la 
courbe  (a);  elle  ne  dépend  que  des  vitesses  des  points  a  et  b. 

Le  même  théorème  a  lieu  pour  le  second  cas  des  courbes  de 
poursuite,  celui  des  trois  points  a,  b,  c  se  poursuivant,  c'est- 
à-dire  se  déplaçant  de  façon  que  a  se  dirige  constamment  sur  b, 
b  sur  c  et  c  sur  a. 


\M 


Sur  /es  fonctions  entières;  par  M.  H.  Poikcaré. 

(Séance  du  20  juillet  i883.) 

Lorsqu'une  série  déNeloppée  suivant  les  puissances  de  x  est 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable,  elle  définit 
une  fonction  entière;  mais  on  peut  aussi  mettre  une  pareille  fonc- 
tion sous  la  forme  du  produit  d'une  infinité  de  facteurs  primaires, 
comme  le  fait  M.  ^^  eierstrass.  Un  facteur  primaire  est  une  expres- 
sion de  la  forme 

eP(x), 


(^-î) 


P(jp)  étant  un  polynôme  entier  en  x^  et  le  facteur  est  de  {^enre  n, 
si  P(^)  est  de  degré  n. 

Une  fonction  entière  est  alors  de  genre  n  si  elle  ne  contient  que 
des  facteurs  de  genre  n  ou  de  genre  inférieur. 

Bien  des  questions  se  posent  au  sujet  de  celte  classification  des 
fonctions  entières;  on  peut  se  demander,  par  exemple  : 

\"  Si  la  somme  de  deux  fonctions  de  genre  n  est  aussi  de 
genre  n  ; 

2"  Si  la.  dérivée  d^iine  fonction  de  genre  n  est  aussi  de 
genre  n  ; 

Ces  théorèmes,  en  admettant  qu'ils  soient  vrais,  seraient  très 
difficiles  à  démontrer.  Je  crois  que  je  serai  utile  à  ceux  qui  en 
chercheront  plus  tard  la  démonstration  en  publiant  quelques 
résultats  sur  la  façon  dont  se  comportent  à  l'infini  les  fonctions 
de  genre  n. 

Leurs  propriétés  à  cet  égard  dépendent  en  effet,  dans  une  cer- 
taine mesure,  do  leur  genre.  Par  exemple,  si  l'on  considère  une 
l'onction  entière  dont  tous  les  zéros  soient  réels  positifs,  et  que 
Ton  fasse  tendre  x  vers  l'infini  par  valeurs  réelles  négatives,  la 
fonction  tendra  vers  l'inlini  si  elle  est  de  genre  o,  et  vers  zéro 
si  elle  est  de  genre  i.  \  oici  d'autres  propriétés  analogues: 

Considérons  une  transcendante  de  acn/c  zéro 


l-.r,  =  n.(,     i), 
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et  supposons  que  x  tende  vers  V infini  a^ec  un  argument  déter- 
miné; soit  a  un  nombre,  aussi  petit  que  Von  voudra,  mais 
d^ argument  tel  que 

lime"^=  o. 

Je  dis  que 

IimF(^)e«^=  o. 
En  effet,  posons 

a  —  ai  -f-  Xo  -r- .  .  .  -{-  x,  -i- .  .  . 
(a,,  a.j,  . .  . ,  a^  ayant  même  argument  que  a),  d'où 

Quelle  est  la  condition  pour  que  le  module  du  facteur 

e'^x  (  I  —  — 
V         av 

reste  plus  petit  que  i  quand  x  varie  de  zéro  à  l'infini  en  conservant 
l'argument  que  nous  lui  avons  attribué?  Nous  pouvons  toujours 
supposer  que  a.,x  est  réel  et  négatif,  sans  quoi  on  se  bornerait  à 
la  partie  réelle  de  x.,x,  la  partie  imaginaire  ne  devant  rien  changer 
au  module. 

Cela  posé,  il  faut  satisfaire  à  l'inégalité 

(ij  av^ -T- partie  réelle  L  (  I )<o. 


O 


partie  réelle  L(i )<L(i-!-  mod  —  1  <  mod  —  ; 

de  sorte  (|ue  l'inégalité  (i)  sera  satisfaite  si  l'on  a 


(2)  modav>-  mod  — 


On  [)eut  choisir  les  a^  de  telle  sorte  que,  pour  toutes  les  valeurs  de 
V  supérieures  à  une  certaine  limite  /.',  celte  inégalité  so.il  satisfaite. 


On  a  alors 
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F,(.,=   n[es.(,-£1)], 

V  =  1 

limFi(:r)  =  o,     modF.2(a7)  <  i; 


d'où 


Ume'^^F(x)  =  o.  c.  q.  f.  d. 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale  définie 

f"F{z)e~^dz 

a  une  valeur  finie  toutes  les  fois  que  le  chemin  d'intégration  est  tel 
que  lime^-^  =  o.  Cette  intégrale  définit  donc  une  fonction  <I>  /  -  j, 
$  étant  une  fonction  entière. 
Soit 

il  viendra 

d'où 

lim  mod(m!A,„)  =  o,     pour  m  =  oc  . 

On  déduit  de  là 

■liT.Fix)^  j  'iy{^z)e^'-^, 

celte  intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  entourant  l'ori- 
gine. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  au  savant  Mémoire  de  M.  Halphen 
intitulé    Sur  une  série  d'yibrl  {*),  on    reconnaîtra    que   F(j^), 


(')  fiulletin  de  la  Société  mothématititie  de  Fiance,  l.  \.  p.  ^7. 
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c'est-à-dire  une  fonction  quelconque  du  genre  zéro,  peut  être  repré- 
sentée par  la  série  d'Abel  dont  il  est  question  dans  ce  Mémoire, 
et  cela  quelle  que  soit  la  constante  fj. 

Malheureusement  ce  n'est  pas  là  une  propriété  caractéristique 
des  fonctions  de  genre  zéro.  En  effet,  la  fonction 


''(->=n(-,Tê7i)' 


qui  est  du  genre  i ,  jouit  de  la  même  propriété. 
En  effet,  je  dis  que  l'on  a 

\ime'^^¥{x)  =  o, 

si  l'on  fait  tendre  x  vers  l'infini  avec  un  argument  donné  et  si  a 
est  un  nombre  tel  que  y.x  soit  réel  et  négatif.  Pour  cela,  il  suffit  de 
faire  voir  que 

,.       F(.r) 

lim  -: : =   O, 

sin  l'xx 
puisque,  dans  ces  circonstances,  on  a 

lime"-^  sin  la^  =  — :• 

Or  on  a 

x^ 


I 


F(X)      _        I       p/  «2L2/1 


sinioi.x        l'xx      \  oC^x^ 


d'où,   si  X  est  assez  grand  et  que  ^  soit  son  module  et  a  celui 
de  a, 


/ 

I 


¥{x)  I  n-lJn    . 

lod-^^^ —  <ni   ^^—    l=n(H„) 

sinioix  \  a-^^      ' 


on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que 


< 


i'[,  par  conséquent,  poui-  (|iic  le  ("acteur  M„  correspondant  soit  j)Ius 
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petit  que  i.  Nous  poserons  alors 

n  Tz  X  n  =  k  «  =  05 

n=  l  «  =  1  n  =  A-t-1 

Nous  pourrons  prendre  k  assez  grand  pour  que 

H„  <  I      quand     n  >  k. 
On  aura  alors 

n  =  k 


^ini7.x        ±  M. 


Mais,  quand  ç  tend  vers  l'inlini,  H„  tend  vers 


d'où 


lim  mod 


F(^) 


Or  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  second  membre 
de  cette  inégalité  soit  aussi  petit  qu'on  le  veut. 
On  a  donc 

,.  ,   F(.r) 

lim  mod  —. — -. —  =  o; 
siniai" 

d'où 

\im¥{x)e°-^  =  o. 

De  là  on  déduit  que  la  fonction  F(.r)  jouit  de  toutes  les  pro- 
priétés que  nous  avons  démontrées  [)lus  haut  pour  les  fonctions 
entières  de  genre  zéro. 

Coiisidi-rons  iiuiintcnanl  une  Jnnclinii  du  ^ciirc  i  I 

Je  dis  f/(i(\  si  y.  est  c/ioisi  de  hdic  /(Kdii  ijur 

lime''"'  =  o, 

o//  filtra 


-  lil  — 

En  effel,  posons  encore 

îf  =  sti  -I-  «2  4- . .  .  -h  a,  -^ . . .  ; 
nous  aurons 

Quelle  est  la  condition  pour  que  le  modtile  du  facteur 

OU  pour  que 

(i)  partie  réelle  {ol^x^  -+-  £,^)-i-  partie  réelle  L(i  —  t.,x)  <  o? 

Supposons  qu'on  ait  choisi  av  de  telle  façon  que,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  v  que  j'appelle  A,  i"  a^x-  soit  réel  et  négatif; 
2°  modav  =  Amods.;;  h  étant  une  quantité  indépendante  de  v  et 
que  nous  allons  déterminer.  Je  dis  d'abord  qu'on  peut  choisir  h 
de  façon  à  satisfaire  à  (i). 

En  effet,  si  l'on  pose 

l'inégalité  (i)  s'écrira 

Je  dis  qu'on  peut  prendre  h  assez  grand  pour  satisfaire  à  cette 
inégalité,  quels  que  soient  ç  et  r,. 
En  effet,  la  fonction 

reste  inférieure  à  une  certaine  limite,  car  elle  ne  j)ourrait  devenir 
infinie  que  si  ^  ou  r,  tendaient  vers  l'infini,  mais  alors  la  fonction 
icnd  vers  <»;  ou  si  ^  et  yi  tendaient  vers  o,  mais  alors,  en  posant 


ou  trouve 


ç  =^  p  copto.     r,  =  p  siiuo. 


cosao)         pcosSdj         s- rosi  ( 
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qui  reste  finie-   Nous  avons   donc   pour  h   une   limite  inférieure 
finie.  c.   Q.   F.   D. 

Posons  alors 

argav^^^  =  t:,     moda^  =  h  mods,f     (v  >  A), 

1  —  m 
v  =  A  +  l 

Nous  aurons 

V  =  A 

Yi{x)  —  e(«-?)^°-TTe'v-f(i  — £va;), 

V  =    1 

¥i{x)  =   TT  e*v-^'+%-^(i  —  t,x). 

On  peut  prendre  A"  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de 
^x-  soit  aussi  petite  que  l'on  veut  et,  par  conséquent,  pour  que 
la  partie  réelle  de  (a  —  ^)j^'  soit  négative;  on  aura  alors 

•limFi  =  o,     modF2<i, 
d'où 

lime"-^"F(ar)  =  o.  c.   g.    F.    i>. 

En  général,  si  F(^)  est  une  fonction  de  genre  n,  on  aura 

liin  F  {x)e'^^"^'  =  o 
toutes  les  fois  que 

l\me'^^"*'=  o. 

Il  suit  de  là  que  rinlégralc 

représente  une  (onction  *!>(  -  y  'î>  élatil  une  fonclion  enlière. 
Posons 
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Nous  aurons,  en  changeant  z-  en  zx^ 


I 


e(xz)''-*^'zPdzxP+'^=  Cp 


ou 

Çp 

XP+^ 


f    e'^-'"^'zPdz  = 


'0 

En  difFérentiant  cette  relation,  on  trouve 

ou,  faisante:  =  i , 

G^+„+,  ^j^e'-'-^^zP-n^^dz^-^^^  Ç.p. 

Si  donc  on  pose 

^  =  a(«-(-i)-i-r,     r<re-r-i, 
il  vient 

C^  =  (-i)«C, — (n  +  ,r ' 

ou,  posant 

/•H-  I 

■  ^  s, 

n  -+- 1 

C/,  =  (  —  i)"C;.      s{s  +  i)(*  -\-  "2.) ...  {s  -^  a  —  i), 

Or,  quand  a  tend  vers  l'infini 

s{s -^\){s -T- 1)  . . .  (s -^  a — i^ 

Il  ni =  'X.  . 

1 .2.  .  .(a  —  i) 

Si  l'on  pose 

il  vient 

mod  Bp  =  iiiodCr  inod  A^,       x {  s  -r-  i }{  s  -^  "i )  . .  .  (s  —  a  —  i), 

d"où 

Wiu  \f,  i  .\>..  .  .(Cl  —  I  )  =  o      pou  r      <i  —  yi  . 

car 

lini  H/,  =  o. 
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Mais,  comme  on  a  aussi 

ïim  pBp  =  o, 
on  aura 

limaB^    =  o, 

lira  Ap»!  =  o. 
Or  nous  avons 

pi  <(«!)«+!(« -^O'V 
ou 

1'  '•  V  r 

n  +  l 


Ap      \/p^.<Apa\(n  -^i)n  +  ip"  +  i  ^  Ap(a  —  i)Uri  +r)«+>/?"+i 


ou 


dont  la  limite  est  zéro. 
Donc 

lim  A/,      \/p.  —  o. 

Ainsi,  dans  une  fonction  entière  de  genre  n,  le  coefficient  de 
xP  multiplié  par  la  racine  n  +  i'^™®  du  produit  des  p  premiers 
nombres  tend  vers  zéro  quand  p  croit  indcliniment. 


Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  quatrième  ordre, 
dont  les  intégrales  vérifient  une  relation  homogène  du  se- 
cond degré;  par  M.  Goursat. 

(Séance  du  20  juillet  i883.) 

\.  Les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m  sont  carac- 
térisées par  cette  propriété  que,  entre  m  intégrales,  formant  un 
système  fondamental,  il  ne  peut  exister  aucune  relalion  linéaire 
et  homogène;  nKiis  il  peut  v  a\()ir  entre  ces  intégrales  une  rcliiticMi 
lioniogène  d'un  degré  supérieur. 

hans  un  récent  Mémoire  [Acia  iinillKiiialica .  I.  I,  |).  .)>.i), 
M.   i'^iclis  a  éludié  les  équations  du  Iroisiènic  ordre  à  e(»eHicients 
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rationnels  dont  les  intégrales  vérifient  une  relation  de  cette  na- 
ture; l'éminent  géomètre  a  montré  (|ue,  si  la  relation  est  d'un 
degré  supérieur  au  second,  l'intégrale  générale  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  fonctions  algébriques.  Dans  le  cas  particulier  où  la  rela- 
tion est  du  second  degré,  les  intégrales  de  l'équation  proposée 
sont  les  carrés  des  intégrales  d'une  équation  du  second  ordre  à 
coefficients  rationnels  (').  Je  me  propose  de  montrer  qu'il  existe 
un  cas  de  réduction  analogue  pour  les  équations  linéaires  du  qua- 
trième ordre.  La  méthode  que  j'emploie  s'appliquant  avec  une 
égale  facilité  aux  équations  du  troisième  ordre,  je  commencerai 
par  l'indiquer  en  quelques  mots. 

2.   Soit 

(  f  )  -^-^  -T-  }  n  -1—;  -4-  5  L  -, v  U  i(  =  o 

dx-^  dx-  dx 

une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  ou,  pour  plus  de  généra- 
lité, je  suppose  que  B,  C,  D  soient  des  fonctions  uniformes  d'un 
point  analytique  (.37,  j^),  y  étant  lié  à  x  par  la  relation  algébrique 
y(^,  )•)  =  o.  S'il  existe  entre  les  intégrales  de  l'équation  (i)  une 
relation  homogène  du  second  degré  à  coefficients  constants,  cette 
relation  pourra  être  mise  sous  la  forme 

"i  "^  "2  "^  "3  =  ^' 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  sous  la  forme 

t^,,  (-'2>  ^\  désignant  trois  intégrales  linéairement  distinctes.  D'ail- 
leurs, il  est  clair  que,  entre  les  intégrales  t',,  ç.^i  ^-i-,  il  ne  saurait 
exister  d'autre  relation   homogène    différente  de  l'équation  (2) 
Gela  posé,  faisons  décrire  un  cycle  à  la  variable  x\  t',,  To,  «'3  se 
changent  respectivement  en 


av\ 

-{-  bv-i    +  cVi, 

«'c, 

-\-  b'  Vi  -+-  cVj, 

a  V 

-^  h"  V-i  -f-  C"f3, 

(')   Voir,  à  ce  sujet,  Lacuerre,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  LWWIII,  p.    124  et  216;  Appell,  Annales  de  l't'co/e  Normale,  i88i,  p.  4'3. 
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le  déterminant 


h 
1/ 
h" 


étant  essentiellement  différent  de  zéro. 
On  devra  encore  avoir 


ou  bien 
(3) 


6('2-T-  Cf3  )-  =  («'fi  -+-  b\\2  -+-  C'r3)(«"«'l  +  ^"t'2  "  C"^'i), 


C   Ts 


a'  t'i  -I-  6'  ^2  +  c'  v-i  «  P"i  -H  6 1>2  H-  c  l's 


La  relation  (3)  doit  être  identique  avec  la  relation  (2).  c'est- 
à-dire  que  si,  entre  (2)  et  (3),  on  élimine  une  des  quantités  r,,  Co, 
P3,  le  résultat  devra  être  identiquement  nul.  Pour  Taire  cette  éli- 
mination, posons 

^ll  —  ^ 

i'2    ~    «'1 

on  en  lire 


(o  ; 


i'j   =   WP2î        <'3   =  W^'27 

et  la  relation  (3)  peut  s'écrire 

a  a>  -+-  6  -4-  c  (o2  a"  a>  -f-  6"  -H  c"  to^ 


(4) 


ù- 


et  cette  égalité  doit  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  (o. 

Les  trois  quantités  c,  c',  c"  ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps,  puisque  A  est  différent  de  zéro,  l'une,  au  moins,  des  deux 
fractions  sera  du  second  degré.  D'un  autre  côté,  les  numérateurs 
et  les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions  ne  peuvent  être  iden- 
tiques à  un  facteur  constant  près;  ce  qui  entraînerait  A  ^  o.  Pour 
que  l'égalité  (4)  ait  lieu  pour  toute  valeur  de  w,  il  faiulra  donc 
que  les  deux  termes  de  chacune  de  ces  fractions  présentent  un 
facteur  commun  du  premier  degré,  si  elles  sont  toutes  deux  du 
second  degré,  ou  que  cela  ait  lieu  pour  l'une  d'elles,  s'il  n'y  en  a 
qu'une  du  second  degré.  Dans  les  deux  cas,  par  la  suppression 
de  ce  facteur  commun,  les  deux  liaetions  se  réduisent  au  uremicr 
degré,  et  l'on  a  identicpienu'ut 

rt tu -+- ^  4- c to*         a'to -4- // -+- c^to*        Xw  4- u. 


a'  0)  -h  b'  -+-  c'tu* 


-+-P 


—    lu  — 


A,  uL,  V,  0  désignant  des  qiianlilés  constantes.  Il  en  résulte  ([ue  tout 
cvolc  décrit  par  la  variable  change  w  en  une  expression  de  la  forme 

Xo)  -I-  IX     T^  ,      ,       , 

-•  Posons,  en  ceneral, 


U(u)  = 


II'"        3  /n"  y 
a'        'X   ji' ) 


il  désignant  une   fonction   quelconque  de  .r  ;   on   a,    quelles  que 
soient  les  constantes  A,  iji,  v,  p, 

Ilf^liiZlii- )  =  „(„). 


La  fonction  H((o)  est  donc  une  fonction  uniforme  du  point 
ancily tique  {x^   y). 

Soit  H((o)  ^  P(\r,  )');    considérons   maintenant  Téquation   du 

second  ordre 

d^-z  dz 

dx-  dx 

OÙ  p  el  cj  sont  des  fonctions  uniformes  du  même  point  analy- 
tique (.z",  y).  Le  rapport  r,  de  deux  intégrales  de  cette  équation 
satisfait,  comme  on  sait,  à  l'équation  du  troisième  ordre 


3  /■^,"\"^       dp        1 


2  \  T,  '  /         dx 


P-  —  25r 


on  peut  prendre  p  et  q,  et  cela,  d'une  infinité  de  manières,  de 
façon  que  l'on  ait 

'If.  -  l  pi  —  iq  =  V(x,y). 
dx        1^  ^  -^ 

Il  suffira  de  prendre,   par  exemple,  />  =:  o,  q  ^  —  7  "^{^i  .,'')• 
L'équation 

(5)  ^-^ip(X,j).:=0 

admettra  deux  intégrales  dont  le  rapport  sera  précisément  égal 
à  (o;  il  suffira  de  prendre  les  trois  constantes  arbitraires  qui  en- 
trent dans  l'expression  de  r, ,  de  façon  que  r,  et"  ses  deux  premières 
dérivées  prennent  les  mêmes  valeurs  que  (<)  et  ses  deux  premières 
dérivées  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable.  Soient  :;, 
cl  ^2  les   deux  intégrales  dont  le  rapport  est  égal  à  to;   on  peut 
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écrire 


Z1Z2 

^2            -^1-^2 

z\ 

('l                 ''2 

-L. 

■■^z,        zl 

"'x 

et^  par  suite, 


Imaginons  que  l'on  ait  formé  l'équation  linéaire  du  troisième 
ordre  qui  admet  pour  intégrales  les  carrés  des  intégrales  de  l'équa- 
tion (5)  et  soit  F(Z)  =  o  cette  équation.  Ses  coefficients  seront 
aussi  des  fonctions  uniformes  du  point  analytique  (.r,  y)  et  un 
système  fondamental  d'intégrales  sera  constitué  par  z\^  Z\'-2i  ^\- 

Désignons  par  — la  valeur  commune  des    rapports  précé- 

dents;  si  dans  l'équation  F(Z)=  o  on  fait  la  transformation 

7.  =  ^{x,y)u, 

on  devra  retrouver  l'équation  (1).  Il  en  résulte  que  o(^x,  y)  devra 
être  de  la  forme 

^{x,  y)  désignant    une  fonction    uniforme   du   j)oint   analytique 
{x,y). 

Les  intégrales  de  l'équation  (1)  seront  donc 

\ix\  posant  dans  l'équation  (5) 

z  :=  e^  1  . 

on  aura   une  é(]uation   de   même   forme  en   Y,  donl  les  carrés  des 
intégrales  seront  précisément  les  intégrales  de  l'é(piation  (i). 
Soit 

une  ('(pialion   du   s(!ci)iid  ordre;  formons  léipialion  ilu  Iroisiènie 


—  lin  — 

ordic  tMi  //  =z  z- .  (  )ii  a 

u  =  z^, 
du  dz 

dx  dx 

dx"-  \dx)   ^^'  -  ' 

dx^  dx 

,,,,..        .  ,         ,         dz      l  dzx'^ 

1  élimination  de  :;-,  ^  ;i-'  ( -7- )  entre  ces  quatre  équations,  con- 
duit à  l'équation 

,  ^.  d^u  ^  du  ^, 

Si  Ton  pose  ensuite  11  =  'f(x)\j,  on  aura  la  l'orme  générale 
d'une  équation  du  troisième  ordre  dont  les  intégrales  vérifient 
une  relation  homogène  du  second  degré  ;  elle  contient  deux  fonc- 
tions arbitraires  P  et  zi{x).  Etant  donnée  une  équation  linéaire 
quelconque,  on  sait  qu'on  peut,  par  un  changement  de  l'onction, 
faire  disparaître  le  second  terme  et  cela  d'une  seule  manière.  Pour 
qu'une  équation  du  troisième  ordre  appartienne  à  la  catégorie 
précédente,  il  faudra  que,  cette  transformation  effectuée,  elle  soit 
de  la  forme  (6),  et  l'on  a  immédiatement  la  \aleur  correspon- 
dante de  P. 

3.  Je  considère  maintenant  une  équation  linéaire  du  (juatrièmc 
ordre,  et  je  suppose  d'abord  que  les  coefficients  soient  uniformes 

d*  u        ,  „  d^  u        „  ^  d^ii        ,  r^  du 

S'il  existe  entre  les  intégrales  de  cette  équation  une  relation 
homogène  du  second  degré,  on  sait,  d'après  la  théorie  des  lormes 
quadratiques,  que  cette  relation  pourra  toujours  être  mise  sous  la 
forme 

(8j  -/.u]-^ '^u\-^-{ul+ou\  —  o. 

(il,  n>,  K-i,  U;  désignant  quatre  intégrales  formant  un  svstènH- 
fondamental  et  a,  ^,  y,  0  des  quantités  constantes.  Deux  de  ces 
roefficienls    no    peuvent    ètiv   nuls    en   même   temps,    mais   nous 


ISO 


aurons  deux  cas  à  distinguer  suivant  (ju'aucun  d'eux  n'est  nul  ou 
que  l'un  d'eux  est  égal  à  zéro. 

4.  Je  prends  d'abord  le  cas  où  a,   j3,  y,  8  sont  tous  différents 
de  zéro.  La  relation  précédente  pourra  s'écrire 


(8)' 

en  posant 


UiUi=U,U:,. 

Ui  =  Ui  sj 'y.      -+-  u-i  s/—  p, 
Ui  =  Ml  y/a       —  «2  s/ —  ?i 

U3  =  «3  v/—  T  —  "V  y/^  ; 

U,,  U.>,  U:j,  U4  forment  encore  un  système  fondamental. 

Désignons  par  (U,)',  (Uo)',  (U;,)',  (U4)'  les  valeurs  nouvelles 
de  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  im  contour  Icrmé  ; 
on  aura 


(U,y=aLi 

+  6U-2-HCU3     +  rfU4, 

(UO'^eU, 

+  f\},+g\},^h\j,, 

(U3)'=e'U, 

-h/'Uo-i-j^'UsH-  /i'U^, 

(UO'=«'U 

+  ^'Uo-t-  c'Us  -4-  f^'Ui, 

r/,  />,   r, 


étant  des  constantes  dont  le  délcrniiManl 


a 

h 

c 

d 

a' 

h' 

c' 

d' 

e 

f 

A' 

h 

e' 

r 

i' 

h' 

est  différent    de   zéro.   Les   intégrales  (U,/,   (U^)',    (U3)',    (U.i/ 
doivent  encore  vérifier  la  relation  (8)';  ce  tjui  peut  s'écrire 


^J) 


aU,-f-^>Uo  +  cU3+f/U'.  _  e'U|H-/'U2-t-A-'U3+/<'l-û 
eUi-h/Uî-h^Uj-^AUi  ~  «'UiH-^'Ua-f-c'Ug+rf'U^ 


|J(!  pbis,  ^\\  n'existe  |ias  (•Mtr(;  les  intégrales  de  ré(pi;ili(»n  (-) 
de  r<;lation  JK^mogènc!  du  sec^ond  degré  dillérenlc  de  la  rela- 
tion (<S)',  coniuie  nous  le  supposons,  les  é(puilions  (ÎS)'  et  (()) 
devr(int  rcxenir  l'une  à  l'autre.  Si  Ton  élimine  eutre  elles  une 
des  intégrales  U|,  L'a?  ï-';i)  l^ii  '«^  résidlal  devra  clic  idenliipiemenl 


-   loi   — 
nul.  l*()tii'  faire  celt;'  rliiniiiuilioii,  posons 

li,       U, 
Ui        U-, 
l'équalion  (9)  devient 

(atOi  -r-  b)M.2  -+-  CtMi  -+-  d         (e'oj]  -4-_/'')oj2-+-  ^'0J|  -t-  h' 


(9)' 


(eoji  -!-_/■  )w2-+-  ^Wi-^  /i        (a'coi-t-  6')t02-;-  c'wi" 


et  cette  nouvelle  relation  devra  être  satisfaite,  quelles  que  soient 
les  quantités  co,,  oj^.  Les  quatre  coefficients  a,  rt',  e,  e'ne  peuvent 
être  nuls  à  la  fois;  l'une  au  moins  des  deux  fractions  contiendra 
un  terme  en  w,W2-  D'autre  part,  les  numérateurs  et  les  dénomi- 
nateurs des  deux  fractions  ne  peuvent  être  identiques  à  un  fac- 
teur constant  près,  car  il  s'ensuivrait  que  A  est  nul.  Il  faut  donc, 
pour  que  l'égalité  (9)'  ait  lieu,  quels  que  soient  to,,  Wo,  que  les 
deux  termes  de  chacune  des  deux  fractions  présentent  un  facteur 
commun  du  premier  degré  en  to,,  coo  si  elles  sont  toutes  deux  du 
second  degré  ou  que  cela  ait  lieu  pour  l'une  d'elles  au  moins,  s'il 
n'y  en  a  qu'une  du  second  degré.  Supposons,  par  exemple, 
rt  ^  o  ;  l'expression  aoj,  to^  +  ^oj^  +  co-)|  +  i/  ne  peut  se  décom- 
poser (pi 'en   un   produit   de  deux   facteurs    tels    que  (/oj,-H-/??), 

(/?t02+^). 

La    suppression   d'un    facteur   commun   du  premier   degré   au 
numérateur  et  au  dénominateur  de 

awi  102-1-  ôcoo-^  cioi  -7-  r/ 


e  OJi  IO2  -i-y  102  -r-  gUi^-r-  Il 

ramènera  cette  fraction  à  l'une  des  deux  formes 
Xo)) -f-  \x        Xitoo-T-  ;jii 


viOi  -t-  p         '^1  ^2-!-  ?i 


de  même  la  fraction 


(atoi-i-  6)ai2-l-  CW]-^  d 

(«'Wl— /')W2-i-^'cOi—  Il 

devra  se  réduire  à  l'une  des  deux  formes 

X'10i-1-|Jl'  X',  tOo -I- jJl', 

v'iOi-l-  p'  ^/,W2-i-  p', 


—  132  — 
Mais  il  est  à  remarquer  que   si  la  première   Traction   se  réduil 

.     ÀWi-f-   'J.        I  II-  À,  to, -+-   tx'i 

a  -,  la  seconde  devient  -7 — ■ V  cl  inversement. 

VCUi  -f-  p  "'  1 1'->2  -t-"  p  I 

Nous  voyons  donc  que,  la  variable  décrivant  un  contour  lermc 
quelconque,  on  a  soit 


soit 


,         Aoj,~T-  a                       ,         A,0j.7-f-  'X, 
(W|)  =  i-,  (^  (0,  )' =  -r-^ V 

VWi  -h  p  Vjaj2-r-  pi 


,  /,W2^  a,  A  (o, 

,Wl)=     ; ,  (COo)    = 


VU)] 


Posons  comme  plus  haut  H(«)  =  — ^  —  7  (  ~  )  '    ''^  variable  c/" 

décrivant  un  contour  fermé  quelconque,  les  fonctions  H((t>,), 
H(t02)  ne  peuvent  que  revenir  à  leurs  valeurs  initiales  ou  s'échan- 
ger entre  elles.  Donc  : 

Les  fonctions  H(to,),  Hico^)  sont  racines  d'une  équation  qua- 
dratique à  coefficients  uniformes 

(lo)  \V'-^-i^{x)\l-^^'{x)  =  0. 

Soient  H,,  llj  les  deux  racines  de  cette  équation;  considérons 
les  deux  équations  linéaires 

(n)  ' 


J    d^Z  I 

f     —f—r liyZ    =  O. 

\   cfx-        a 


Soient  /,,  y.,  un  système  fondamental  d'intégrales  de  la  pre- 
mière, et  Zt,  z-,  un  système  fondamental  d'intégrales  de  la 
seconde  :  les  J)roduits  j,  :;,,  i,  :;2>  J)'2^ii  J'a^j  constituent  un  svs- 
tème  fondamental  d'intégrales  dune  équation  linéaire  du  qua- 
trième ordie  à  coefficients  uniformes.  En  elfet,  la  variable 
décrivaut  un  (•onlour  fermé  quelconipic,  les  racines  II,.  \ï-,  de 
l'écpiation  (  loj  reviennent  à  leurs  valeurs  initiales  ou  s'échangent 
entre  elles.  En  désigaianl  par  (.»'))',  (.)-)',  (-1)''  i^i)'  'es  valeurN 
Jinales  des  fondions  >,,  )o,  ;,,  Cj,  on  a,  dans  le  |)rcmiercas, 

(c,  )'  =  dnZi  -t    fil  Zo, 

(Zi)'    —    f/f^Zl-i-    H  y   Zi, 


-   lo3  - 
n,  dans  le  second  cas, 

(7-2)'=  f/'o^l-i-<^2, 

(-2)'  =  c'o7i-4-c';j'2; 

dans  les  deux  cas  les  valeurs  finales  des  produits  ^V'ij^o,  J'1^2, 
,>^a-)5  ,>'2  ^2  s'expriment  par  des  formules  linéaires  et  homogènes  à 
coefficients  constants  au  moven  des  valeurs  initiales. 

Supposons,  comme  on  l'a  expliqué  tout  à  Theurc  1  11"  2),  qu'on 

ait  choisi  les  intégrales  j^i,  Ko,  'i,  ^j  de  façon  que  le  rapport  "^ 
soit  égal  à  to,  et  le  rapport  ^  à  (Oo,  et  soit  F(P)  =  o  l'équation 

du  quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  qui  admet  pour  inté- 
grales les  produits  des  intégrales  des  deux  équations  (11).  Des 
relations 

'"'=-^,  =ïJi-u:' 

on  tire  facilement 

U,  Uj  U,  L; 


J'i  -=1  ^2  -1  J'i  -=2  J'2  -2 

Désignons  par  — —  la  valeur  commune  des  rapports  précédents  ; 
si,  dans  l'équation  F(P)  =  o,  on  pose 

P  =  '^{x)u, 

on  devra  retrouver  l'équation  (-).  Il  en  résulte  quc'^(x)     sera  de 
la  forme 

•!»(x)  étant  une  fonction  uniforme  de  .r,  et  l'équation  ('j)aura  pour 
intégrales 

Soient  maintenant  -,(^j-),  7:j(.r)  deux  fonctions  uniformes  de  .r. 
telles  que  -^(0:) -t- -.,{x)  =^'l(x).  Si  dans  les  équations  (11)  on 


pose 

les  intégrales  de  l'équalion  proposée  (y)  seront  précisément  les 
produits  des  intégrales  des  deux  équations  du  second  ordre  en  Y 
et  en  Z.  On  a  donc  le  théoi'ème  suivant  : 

Théorîîme  I.  —  Si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire 
du  quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  rela- 
tion homogène  du  second  degré  et  une  seule,  cette  relation 
pouvant  être  mise  sous  la  forme  (8)',  les  intégrales  de  cette 
équation  sont  les  produits  des  intégrales  de  deux  équations 
linéaires  du  second  ordre  dont  les  coefficients  sont  racines 
d'équations  quadratiques  à  coefficients  uniformes. 

Remarque  I.  —  On  peut  prendre  pour  t,  et  tt^  des  fonctions 
quelconques  de  x^  assujetties  à  la  seule  condition 

Si  Ton  prend,  comme  nous  l'avons  supposé,  des  fonctions  uni- 
formes,  les  coefficients  de  -j-  et  de  -p  seront  uniformes,  cl  les 

coefficients  de  Y  et  de  Z  seront  racines  d'une  équation  du  second 
degré  à  coefficients  uniformes,  comme  H,  et  Ho. 

Remarque  II.  —  11  peut  arriver  que  dans  l'équalion  (lo) 
<I>- —  ^V  soit  un  carré  parfait;  dans  ce  cas,  les  équations  en  Y  et 
en  Z  seront  elles-mêmes  à  coefficients  uniformes  et  absolument 
distinctes  l'une  de  l'autre. 

Remarque  III.  —  Supposons  que  l'équation  (^)  ail  toutes  ses 
intégrales  régulières;  H(to,),  H((0o)  présentent  pour  toute  valeur 
de  X  le  caractère  de  Ibnctions  algébriques,  et,  par  suite,  <I*(-c), 
W(^x)  seront  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable.  On  pourra 
j)rendre  pour  H(w)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  v',  r  étant 
liée  à  jc  par  une  équation  du  second  degré.  On  priil,  de  j)lus,  recon- 

nailre  facilement  (ju(!  les  produits  (./•  —  /'/,)- Il  ((.)  i,      ,  Il  (  (i)  )  rcslonl 

finis  pour  j"  =  r/<  et  pour  x  =  oo  .  Il  en  résulte  (|uc  les  intégrales 
des  équations  eu  y  et  en  z  sont  également  régidièrcs. 


—  lo.-;  — 

J'ai  admis,  pour  faire  le  raisonncmcriL,  que  les  coefficients  I>,  (>, 
D,  E  étaient  uniformes;  mais  il  est  liien  aisé  de  voir  (jue  la 
méthode  et  les  résultats  subsistent  si  ces  coefficients  sont  des  fonc- 
tions uniformes  d'un  point  analytique  [x,y).  Il  n'y  a  qu'à  rem- 
placer partout  yb/iC^/o/i5  uniformes  d'une  variable  [iar  fonctions 
uniformes  d'un  point  analytique  {x,y)  el  contour  fermé  par 
cycle. 

5.  Voici  comment  on  pourra  former  l'équation  générale  du 
quatrième  ordre  dont  les  intégrales  vérilicnt  la  relation  (8)'.  Con- 
sidérons les  deux  équations  du  second  ordre 

([ui  donnent  comme  conséquences 

dx^  dx  -^ 

^  -(Il2-l-H")v-i-air4^, 

dx*  "  dx 

d^  z   _       dz 
dx-^  dz 

el  posons  u  =  J'^-  On  aura  successivement 

du  dy  dz 

dx    ~  "  dx  dx 

d'il        ...       ...         ,        dy  dz 

—  =(H-^K)yz-^.^^, 

'^  ^(ir^K')K--i-(3K+lI)j^  -4-(3II-hK))-5^, 
dx'^  /j^  V  '     dx  'dx 

^  ^(Il^-f-ll"-r-  K2-^K"-^61vII)r--i-2(n  -i   -^Iv'tJ^ 
dx*       ^  'j  \  ,/,^. 

dz  ..        ..     dz    dv 

-4-  2(211'+  K')/-^   -f-4(lI-r-K)-p   -y-; 

^  -^    lU-  dx  dx 

,,,,..        .         ,  dz         dy     dy  dz         ,  •         >         ,■ 

1  élimination  de  yz,  y  -j-,   ^ -f-.'  -f~  ^  entre  ces  cinq  ccjualions 


—  J5G  - 
rondiiil  à  léqiiation  linéaire  du  qualrièine  ordre 


(12) 


(Pu        K' — H'  d^ u  ..        ,,     (l-ii 

cLi*  K  —  Il    clxi  f/.r- 

_^  [5(HK'— KH')  +  HH'  -  kk' |  du 
k  — H  d^ 

rK'2— H'2  1 


Si  Ion  fait  ensuite  la  transformation  a  :^=  'z>(x)U,  on  aura  la 
forme  la  plus  générale  des  équations  demandées;  elle  contient, 
comme  on  voit,  trois' fonctions  arbitraires  K,  H  et  '.i(j:). 

0.  Supposons  en  second  lieu  que  l'un  des  coefficients  a,  |j, 
y,  0  de  la  relation  (8)  soit  nul,  par  exemple  o  =  o.  Cette  relation 
pourra  alors  s'écrire 

(i3)  Ul  =  U2U3, 

en  j)osant 

U 1  =  \/'x  u  1 , 

U3=  y/—  ^pu.y—  v/y«3- 

Soient  toujours  (U,)',  (U^)',  (U;,)',  (U,)'  les  valeurs  cpie 
prennent  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  un  contour 
fermé.  On  devra  donc  avoir 

(U,)'2=(U2)'(U3)', 

c'est-à-dire 

nVj^-^  bXii-^  cVi3^  dL;  _  f'Uj -+-/' Uî-*-^' Us-i- /i'Ut  _ 

et  s  il  n'existe  pas,  comme  nous  le  supposons,  d'autre  relation 
homogène  du  second  degré  entre  les  intégrales  de  ré<[ualion  ('^), 
les  équations  (i.5)  cl  (i4)  devront  revenii-  l'une  à  l'autre. 

Si  l'on  élimine  entre  ces  deux  équations  une  des  (juanlités  U,, 
U^,  L'y,  le  résultat  devra  être  idenlicpiemcnl  nid.  l'our  faire  celte 
•'■liniinalion,  je  pose 

i,     i,.  y. 


—  li>~  — 

réqualion  (i/î)  devient 

« (Oj  +  6  -1-  c o) '^  -h  d (02        e' (0 1  -4-  /' -t-  ^' o) J  -+-  A'  102 
e  10 1  -I-  /'  -f-  ^  oj  j  -t-  /t  (02         «  co  1  -)-  6  -4-  c  (i) "j  -4-  dii)2 

el  cette  nouvelle  égalité  doit  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  (>), 
et  de  ojo,  sans  que  cependant  les  numérateurs  et  les  dénomina- 
teurs des  deux  fractions  soient  identiques  à  un  facteur  constant 
près.  Il  faudra  donc  que  l'une  au  moins  des  deux  fractions  soit  du 
second  degré  et  que  les  deux  termes  de  cette  fraction  se  décom- 
posent en  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  et  aient 
un  facteur  commun. 

Supposons,  par  exemple,  c^  o;  la  fonction  «oj,-t-  h  -\-  cto^-l-f/wo 
ne  pourra  se  décomposer  en  un  produit  de  facteurs  du  premier 
degré  si  d  =  o.  De  même,  si  0^0,  le  dénominateur  de  cette 
fraction  ne  pourra  se  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs 
que  si  h^o.  Si  «=  o,  le  trinôme  eiot  -{-/-{-  h 0)2  ne  pourra 
entrer  en  facteur  dans  ato,  -\-  b  -{-  cm'^  que  si  A  =  o. 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas  d  =:  o,  h  =  o,  et,  par  suite,  h'  =  0. 
Il  suit  de  là  que  U,,  Uo,  U3  constituent  un  système  fondamental 
d'intégrales  d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  à  coeffi- 
cients uniformes  et,  comme  elles  vérifient  la  relation  (i3),  d'après 
ce  qui  a  été  démontré  antérieurement,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire 
du  quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  rela- 
tion homogène  du  second  degré  et  une  seule,  cette  relation, 
pouvant  être  mise  sous  la  forme  (i3),  cette  équation  admet 
comme  intégrales  les  carrés  des  intégrales  d'une  équation 
linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes. 

On  voit  par  là  que  l'équation  (7)  ne  sera  pas  irréductible.  Si 
¥[u)  =  o  est  l'équation  générale  du  troisième  ordre  dont  les  inté- 
grales vérifient  la  relation  (i3),  l'équation  (7)  sera  de  la  forme 

d  F(  u  )       ^X7/    s 
dx 

P  désignant  une  fonction  de  x. 

1.  Je  suppose  maintenant  (pie  les  intégrales  de  l'équation  (7) 
vérifient  deux  relations  analogues  à   ré(piati()ii    (8V   11  est   corn- 
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mode,  pour  i'acililcr  le  raisonnement ,  tremplover  le  langage  géo- 
métrique, qui  n'est  en  définitive  qu'une  interprétation  de  faits 
al^^ébriqucs,  indépendants  des  conditions  de  réalité  des  quantités 
qui  Y  figurent.  Ainsi  U(,  Uo,  U;,,  U/,  désignant  des  quantités  ima- 
ginaires quelconques,  on  peut  définir  ces  quantités  comme  les 
cooi'données  homogènes  d'un  point;  l'ensemble  des  systèmes  de 
valeurs  qui  vérifient  une  relation  homogène  du  second  degré,  telle 
que 

(i5)  r(«i,  Ui,  u-i,  II!,)  =  A»2  _f_  \' ul-h  \" al  +  .  .  .=  o 

sera  dite  une  surface  du  second  degré.  A  ce  point  de  vue-là,  le 
problème  que  nous  venons  de  traiter  revient  à  la  recherche  des 
transformations  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  une  sur- 
face du  second  degré.  Si  maintenant  on  prend  pourU),  Uo,  U3, 
U4  quatre  intégrales  de  l'équation  (^)  formant  un  système  fonda- 
mental, et  si  ces  intégrales  vérifient  deux  relations  analogues  à  la 
relation  (i5),  on  peut,  toujours  dans  cet  ordre  d'idées,  considérer 
U|,  Uo,  U3,  U4  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
d'une  courbe  intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré.  La 
variable  jc  décrivant  un  contour  fermé  quelconque,  U( ,  Uo,  U3,  Uj 
sont  remplacées  par  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de 
ces  intégrales.  Mais  les  deux  nouvelles  relations  analogues  à  l'équa- 
tion (i5)  doivent  admettre  les  mêmes  solutions  que  les  premières, 
de  sorte  que  la  question  revient  à  chercher  les  transformations 
linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  la  courbe  d'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degré. 

Nous  devons  évidemment  écarter  le  cas  où  cette  intersection  se 
décomposerait  en  deux  courbes  planes,  et  nous  n'avons  qu'à  exa- 
miner les  cas  oiî  cette  intersection  est  une  véritable  biquadratique 
gauche  ou  se  compose  d'une  ligne  droite  et  d'une  cubique  gauche. 

8.  Prenons  d'abord  le  cas  oti  l'intersection  se  compose  d'une 
bicpiadratique  gauche,  et  supposons  qu'elle  n'admet  ni  point 
double,  ni  point  de  rebrousscmcnt.  On  sait  (pi'il  existe;  (piati'C 
cônes  du  second  degré,  et  cpiatrc  seulement,  passant  par  cette 
courbe,  les  sommets  formant  les  (piatre  sommets  d'un  tétraèdre. 
Iniagiiioiis  (jiroti  ail  |)iis  ce  tétraèdre  pour  titraèdic  de  référence; 
les    éipialions    de    la    liiipiadi  al  icpic    pouiionl     rire    jinscs    sous    la 
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forme  suivante  : 

et  celles-ci  entraînent  les  suivantes  : 

\  (a  —  i)U;—  Uf,  =  L4, 

I  (a  — OUï^L'^^aUj; 

ce  qui  revient  à  prendre  convenablement  les  intégrales  U,,  Uo, 
U3,  Uj  formant  nn  système  fondamental.  Toute  transformation 
linéaire  qui  fait  revenir  la  biquadratique  gauche  sur  elle-même  ne 
doit  pas  changer  le  tétraèdre  de  référence;  les  faces  de  ce  tétraèdre' 
se  correspondront  à  elles-mêmes  à  moins  de  s'échanger  entre  elles. 
Il  en  résulte  qu'après  un  contour  fermé  décrit  par  la  variable,  la 
valeur  finale  de  U) ,  par  exemple,  aura  l'une  des  formes  suivantes, 
où  À,,  Ao,  A3,  A-,  sont  constants  : 

ÀiLi,     À2L2,     À3U.J,     ÀiUi, 

et  ainsi  des  autres.    Si  nous  considérons   les   dérivées  logarith- 
miques 


I   du, 

I    dlj. 

I    f/Us 

1     d{], 

Uj    dx 

LJ2    dx 

L3    dx  ' 

tJi    dx  ' 

ces  quatre  fonctions  ne  pourront  que  reprendre  leurs  valeurs  ini- 
tiales ou  s'échanger  entre  elles;  ce  sont  donc  les  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré  à  coefficienls  uniformes. 

Pour  examiner  de  plus  près  les  transformations  possibles,  je 
remarque  que  le  nombre  des  cas  à  examiner  est  égal  au  nombre  des 
permutations  de  quatre  lettres,  c'est-à-dire  vingt-quatre.  Les  con- 
sidérations suivantes  donnent  presque  immédiatement  celles  qui 
sont  possibles.  Je  remarque  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  plans  passant  par  une  tangente  à  la  courbe  gauche  et  par 
les  quatre  sommets  du  tétraèdre  de  référence  est  constant  et  a 
l'une  des  valeur  suivantes  : 


I 

1  —  rt,     -  ■) 


Les  vingt-([ualre   permutalions   des  lettres  U  j ,   Uo,   L3,  Uv  se 
partagent   en    six    groupes    de    cpiatre    permutations,    le    rapport 


—   IGO  — 

anharnionique  conservant  la  même  valeur  pour  un  même  grou[»e. 
Telles  sont  les  quatre  permutations 

U„  U,,  U3,  Ui, 
U2,  u,,  U4,  U3, 

Us,  U4,  U„  U„ 

U4,  U3,  V,,  u,. 

Jl  en  résulte  un  certain  nombre  de  transformations  linéaires  qui 
laissent  invariable  la  biquadratique  et  qui  sont  de  l'une  des  formes 
suivantes  : 

U,  =  XU.,,     LU=;xU,,     1:3=  vUi,     U4=pU3, 

U,  =  XU3,        U2=[xUi,        L3=vU,,        U4=pU2, 

Ui  =  X  U4,     U2  =  ijlUs,     U3  =  V  U2,     Uj  =  p  Ui  ; 
pour  la  première,  par  exemple,  il  suffira  de  prendre 

X2  =  «  1x2  =  —  a'j-  =  —  p2, 

et  l'cm  a  des  conditions  analogues  pour  les  autres.  Ces  transforma- 
tions existent  toujours,  quel  que  soit  a.  Au  contraire,  pour  (pril 
existe  une  transformation  linéaire  telle  cpie 

U,  =  XU2,     U2=;jiU3,     U3  =  vU4,     Ui=pU,, 

(|ui  change  en  elle-même  la  biquadraticpie  gauche,  comme  le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  plans  n'est  pas  changé  par  une 
transformation  de  ce  genre,  il  faudra  (jue  les  rapports  anharmo- 
nicpies  correspondant  aux  deux  permutations 

U,,  U,,  U3,  U4, 
U2,  U3,  U4,  U, 

aient  la  même  valeur  ou  bien  1  —  a  =  a,  c'est-à-dire  c/=-^,  et, 
si  celte  condition  est  remj)lie,  il  suffira  de  ])rendre  poui-  A,  [ji,  v,  p 
des  coefficients  satisfaisant  aux  conditions 

X2  =  —   ^    =^-    -    =--2. 
•J.  ■>.  "^ 

joui  pareillcMienl,  pour  (pi  il  cxistr  d". mires  IraiisIcMiiialintis 
(pic  ((Iles  dont  on  \icnt  de   parler,  il    l;iiil  cl  il   Miflil   (pie  deux  des 
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rapports  anharmoniques  précédents  aient  la  même  valeur  ou  que 
a  ait  l'une  des  valeurs 


—  I,   ->   2,    -  rt  \J—\  ^— ■ 


En  résumé,  les  transformations  linéaires  qui  reproduisent  une 
biquadratique  gauche  sont  en  nombre  limité,  en  considérant 
comme  identiques  les  transformations  qui  ne  diffèrent  que  par 
un  facteur  constant.  Soit  U  une  intégrale  quelconque  de  l'équa- 
tion ('j) 

U  =  Cl  U, -4- C2  U2  +  C3  U3 -f- Ci  Ui  ; 

les  valeurs  que  pourra  prendre  cette  intégrale  pour  une  valeur 

donnée  de  la  variable  s'obtiendront  en  multipliant  un  nombre  /?/îï 

d'entre  elles  par  des  facteurs  constants.  Il  en  résulte  que  la  dérivée 

logarithmique 

1  ^ 
U  dx 

n'admet,  pour  chaque  valeur  de  x,  qu'un  nombre  limité  de  valeurs. 
Gela  posé,  soient  maintenant  ?^,,  Mo.'  u^-!  ii^i  quatre  intégrales  quel- 
conques de  l'équation  (^),  formant  un  svstème  fondamental;  on 
a  entre  ces  intégrales  la  relation 


('7) 


d^  Ui 
dx^ 
d^  11.2 
'd^ 

d^u, 
dx-^ 

d^  11,^ 
dx^ 


d^  u  1 
dx-^ 
d-  a  2 

d-  ?/,•} 

d-  «i 
dx-^ 


dui 
dx 
du. 

du  3 
dx 

dui^ 
dx 


l'3 
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supposons  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second   terme  B;  in   rela- 
tion (1-)  pourra  s'écrire 

I    d^  «  1       \    d'^Ui       I    du 
Ui    dx-^       Ui    dx^      Ut  dx 

i    d^Uz 


V,  Un  U-i  U', 


«2    dx^ 
U;    dx' 


=  C. 


XI. 
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On  vient  de  voir  que  les  lonclions y--, j^,  •  •  •  admcllent, 

•  »i  ax     uo  dx 

pour  chaque  valeur  de  x^  un  nombre  limité  de  valeurs.  Posons, 

pour  abréger, 

I    diii 

on  en  déduit  successivement 

il  en  résulte  que,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  le  déterminant  pré- 
cédent n'admet  qu'un  nombre  limité  de  valeurs;  et,  par  suile,  il 
en  est  de  même  du  produit  Uii/oUs^f;-  Si  le  produit  de  quatre 
intégrales  quelconques  n'admet  en  chaque  point  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs,  il  en  est  de  même  du  quotient  de  deux  inté- 
grales quelconques  et,  par  suite,  d'une  intégrale  quelconque.  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  lll.  —  Si  les  intcgialcs  d'une  équation  linéaire 
du  quatrième  ordre  ci  coefficients  uniformes  vérifient  deux 
relations  homogènes  du  second  degré,  pouvant  être  mises  sous 
la  forme  (i5),  utie  intégrale  quelconque  sera  racine  d'une 
équation  entière  à  coefficients  uniformes,  pourvu  (ju'on  fasse 
disparaître  le  second  terme  dans  l'équation  (7). 

Si  Téquation  (7)  a  toutes  ses  intégrales  régulières,  l'intégrale 
générale  s'exprimera  au  moyen  de  fonctions  algébriques. 

9.  Je  suppose  en  second  lieu  que  la  biquadratiquc  gauche  ait  un 
point  double;  il  existe  seulement  trois  cônes  distincts  du  second 
degré  passant  par  la  courbe  gauclic. 

l/uii  de  ces  cônes  S,  a  sou  «^oniiiiii  ;iii  |>oiiil  dduble,  les  deux 
aiilres  So,  S3  passent  par  ce  point  douMe  sans  êlrc  langeiils  en  ce 
pr)int  au  cône  S,.  Imaginons  qu'on  ait  pris  le  létiacdrc  de  rclc- 
rence  de  la  niaiiièi'e  sui\ante  :  lc|)l,iii  lj,  =  osera  le  plan  passant 
par  les  sommets  des  trois  cônes  S,,  So,  S;,:  le  xtniinci  oppos»;  sera 
pris  sur  le  fliaiiiclrc  cfuipipué  du  plan  l   ,  |t;ir  ra|)|Miil  ,\\\  cône  S,. 
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Enfin,  les  plans  Lo,  L3,  U j  seront  les  plans  passant  par  ce  sommet 
et  par  les  trois  cotés  du  triangle  a\anl  pour  sommets  les  sommets 
des  cônes  S,,  S2,  S3.  On  pourra  mettre  les  équations  de  ces  cônes 
sous  les  formes  suivantes  : 

S,  :  Uï^Ui^U5  =  o. 

S»  :  U\  —  aUl-r-  2U1  L;  =  o. 

S3  :  {a  —  i)U'i  -4-  rtU,  —  aUj  Ui  =  o. 

Toute  transformation  linéaire  qui  fait  revenir  la  courl)e  sur 
elle-même  ne  doit  pas  changer  le  cône  S,,  et  les  cônes  So  et  S3  ne 
doivent  pas  être  changés  non  plus,  à  moins  de  se  permuter.  Il  en 
résulte  que  le  plan  Uj  =  o  doit  être  invariable  par  toute  substi- 
tution de  cette  nature;  les  plans  Uo  =  o,  Ug^o  doivent  aussi 
être  invariables,  à  moins  de  se  permuter  entre  eux,  et  le  plan 
U4=o  doit  se  changer  en  un  plan  passant  par  l'intersection  des 
plans  U,  ^  o,  1)4:=  o.  Toutes  les  substitutions  possibles  sont 
comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 

L  ,  =  À  Ui ,     La  =  ±  À  lia,     U3  =  ±  À  U3,     U^  =  À  L 4, 

U,=  ÀU,,     U,  =  =i=XU3,     U3  =  dzXL,.     1)4=  -  (a  — 2)U,— XUj, 

2 

).  étant  une  constante  arbitraire.  Toutes  ces  substitutions  changent 
en  elles-mêmes  la  relation  L^-r-  L'2+  ^3=  o,  qui  peut  s'écrire 

(18)  Uï  =  V,V2. 

en  posant 

V,  =  u,  v/~r--  U3, 

V2=  V,/^^— U3; 

il  en  résulte  que  \, ,  \  -,  sont  les  carrés  des  intégrales  d'une  étjua- 
tion  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes  in"  2):  on 
aura 

La  variable  jr  décrivant  un  contour  fermé  (pielconque.  nous 
savons  que  les  valeurs  finales  de  \  ,.   \  ^  seront  de  Tune  des  for- 
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mules 

(Vi)'=  XVi,     (V-2)'=  XV2, 

(V,y=xvi,   (V2y=:-XV2, 

(V,)'=XV,,     (V2)'  =  -XV,; 

par  suite,  les  valeurs  finales  dejK,,  y',  seront  de  même  forme.  îl  on 
résulte  que  les  dérivées  logarithmiques 

Vi    dx     y-î    djc 

seront  racines  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  uni- 
formes. Cela  posé,  supposons  que  dans  l'équation  du  second  ordre 
qui  admet  pour  intégrales  j,,  y-i  on  ait  fait  disparaître  le  coeffi- 
cient de  -r-;  la  relation 
dx 

dy,  dyr  _ 


peut  s  écrire 


/_!_  dyj_ L  ^  )  =  G • 

'  '"  ^  \Ji    ^-^        J2    dx  ' 


elle  montre  que  le  produit  r«J>'2  ne  peut  prendre  que  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires;  donc  le  produit  j'^j'*^  est  une  fonc- 
tion uniforme  de  la  variable.  D'un  autre  côté,  puisque,  par  un 
contour  fermé  décrit  par  x^  y]  se  change  en  \y]  ou  'ky\^  et  de 
même  yl  en  ±\y'\  ou  ±\y\^  le  produit  y]y\  se  change  en 
±'}?y\yl.  Comme  le  produit  y\  yt  est  uniforme,  on  aura 
A-  =  ±i;  il  suit  de  là  que  r^  et  v"  sont  racines  d'une  écpiation 
quadratique  à  coefficients  uniformes.  Si  donc  on  pose  »*  =  s, 
z  sera  donné  par  une  équation  telle  que 

(19)  52-i-l»3  -+-  Q*=  O, 

Pet  Q  étant  des  fonctions  uniformes,  |)uis(jue  le  jiroduil  j  ;  >  i!  est 
uniforme.  Ln  svslèine  fondamental  d'inlrgrales  de  l'équation  (7) 
sera  formé  par 

\\\.    \..\    lti(|ii;i(li;ili(|iic   i;au»lir    p(  ni    ,i\<iii    nii    |miiiiI    de   rchroiis- 
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sèment;  il  n'existe  alors  que  deux  cônes  du  second  degré  passant 
par  cette  courbe  :  l'un  d'eux  S,  ayant  son  sommet  au  point  de 
rebroussement,  le  second  Sa  passant  par  ce  même  point  et  tangent 
en  ce  point  au  premier.  Je  prendrai  un  tétraèdre  de  référence 
formé  de  la  manière  suivante  :  soit  U,  le  plan  tangent  commun 
aux  deux  cônes.  J'appelle  Uo  le  second  plan  langent  mené  par  le 
sommet  de  So  au  cône  S,.  Je  prendrai  pour  U3  le  plan  des  deux 
génératrices  de  contact  du  cône  S,  avec  les  plans  U,  et  Uo,  et  pour 
U4  le  plan  tangent  à  So  le  long  de  la  seconde  génératrice  d'inter- 
section de  ce  cône  avec  Uo.  Les  équations  de  la  biquadratique 
gauche  pourront  être  mises  sous  la  forme 


(20) 


U^3-UiU,=  o, 


Toute  transformation  qui  fait  revenir  la  biquadratique  gauche 
sur  elle-même  ne  doit  pas  changer  les  cônes  S,  et  S.,,  ni  par  suite 
les  plans  U,,  Ug,  U3,  U.,  qui  sont  liés  invariablement  à  ces  deux 
cônes.  Il  en  résulte  que  ces  transformations  seront  de  la  forme 

Ui  =  XUi,     U2=|i.U2,     Us^vUa,     U4=pU4; 

inversement  toute  transformation  de  cette  nature  n'altère  pas  la 
biquadratique  pourvu  que  les  constantes  ).,  ti.,  v,  p  vérifient  les 
relations 

v2=   XlJ.,        jJ.2=  Xp. 

On  voit  que  les  quatre  dérivées  logarithmiques 

I    dlJi      _l_  ^      JL  ^      _L  ^ 
'U[~d^'     U2    f/^  '     U3    dx  '     Ui    dx 

seront  des  fonctions  uniformes  de  la  variable/,  (x), /o(.r), /3(r  , 
fi,{oc)^  et  l'on  aura 

Ui  -  e-»"/''^'  "'•^,     U2  =  e-^f'.'^^  ^■^,     U3  =  e//a'^''/-r,     Uv  =  e-i'Ai-rW^. 
Les  relations  (9.0)  deviennent 


réciproquemcn 


l  !>i    /i'   ^'  /;!•   f\  ^'^"'   qiii»><'<"  f<»iuiion>  uniforme-^ 
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vérifiant  les  relations  ("îi),  il  est  clair  que  U(,  Uo,  U3,  U-,  sont 
quatre  intégrales  d'une  équation  du  quatrième  ordre  à  coefficients 
uniformes,  vérifiant  les  relations  (20). 

11.  Je  suppose  en  dernier  lieu  que  la  courbe  d'intersection  se 
compose  d'une  génératrice  commune  et  d'une  cubique  gauche. 
Faisant  abstraction  de  la  génératrice,  la  question  revient  à  trouver 
les  transformations  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  une 
cubique  gauche.  J'emploierai,  pour  traiter  ce  dernier  problème,  le 
raisonnement  employé  aux  n"*  2  et  3.  Il  existe,  comme  on  sait,  une 
infinité  de  cônes  du  second  degré  passant  par  la  cubique;  soient 
S,  et  So  deux  de  ces  cônes  et  L,  la  génératrice  commune.  Soit  U2 
le  plan  tangent  à  S,  le  long  de  L(  et  Lo  la  seconde  génératrice 
d'intersection  de  Uo  avec  S^;  soit  de  même  U3  le  plan  tangent  à  83 
le  long  de  L,  et  L3  la  seconde  génératrice  d'intersection  de  U3 
avec  Sj.  Soient  encore  U,  le  plan  tangent  à  So  le  long  de  Lo  et  U4 
le  plan  tangent  à  S,  le  long  de  L3.  En  prenant  pour  tétraèdre  de 
référence  le  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  U(,  U2,  U3,  U^, 
les  équations  de  la  cubique  ou  les  relations  entre  un  système  fon- 
damental de  l'équation  (y)  pourront  s'écrire 

i  u-^  =  u,U3, 

soient,  connue  plus  haut,  (U,)',  (Uo)',  (U3)',  (Uv)'  les  valeurs  (|ue 
prennent  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  un  conlour 
fermé;  les  relations 

j  (U2)'2=u;u3, 


(23) 


devront  être  des  conséc[ucnces  des  relations  (22).  En  ébminant 
entre  les  équations  (2?.)  et  une  des  nouvelles  é<|uations  (->.3)  deux 
des  quantités  U|,  UoiUs,!),,  on  devra  être  conduit  à  une  identité. 
Poiii'  faire  cette  ébininiilioii,  je  pose 

U,       U3       Ui 

on  ni   I  ne 

^2=  (ol'i,     113=  oi'-l  ,,      y  ,~  ">M  ,; 
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la  première  des  relations  (aS)  devient 
(  (  h  or*  -+-  g  oj2  -i-  fiji  -i-  e  )- 


(24 

'  \       =  (<5('w-*-h  coj2-u  60J -+- a)(/i'oj3-i- ^''w2-f-/'to -i- e'), 

et  doit  être  satisfaite  pour  toute  valeur  de  to.  Les  quantités  d,  h, 
d\  li  ne  pouvant  être  nulles  en  même  temps,  supposons  h  yé  o ', 
on  aura  aussi  h'y^  o,  d  yé.  o.  Supposons  d'abord 

hiù^  -V-  g(ji'^  -r-  fiii  -^  e  =  h(oi  —  'x)(ui  —  fi ) ( oj  —  y )' 

a,  [i,  V  étant  trois  nombres  différents.  Les  polynômes  qui  figurent 
dans  le  second  membre  de  la  relation  (24)  ne  peuvent  contenir  les 
trois  facteurs  simples  w  —  a,  m — P,  w  —  yî  car  ces  polynômes 
seraient  identiques  à  un  facteur  constant  près,  et  l'on  aurait  A  =  o. 
Il  faudra  donc  que  chacun  d'eux  contienne  un  facteur  double  et 
un  facteur  simple;  on  aura,  par  exemple, 

dui'    -r-  C  eu-      -^  blD    -+-  rt    :=  d(  (Ji  7.  f  (  Is)  —  ^  ), 

//  eu»  -I-  g'  co2  +  / 10-^  e'  =  h'i  oj  —  p  )2  ("  w  —  7  ;)2 

et,  par  suite, 

(  U.2  )'  _  /?  t'j3  —  goy^  —  /w  -^  e  _  Il  (  O)  —  Y  )  , 
f  U 1  )'  ~  f/oj-*  -h  c oj2  -^  6 co  -i-  «         ai  oj  —  a ) 

Si  /ito»  4- o-oj- + /o>  + e  est  le  produit  d'un  facteur  double 
(,j  _  a  par  un  facteur  simple  to  —  [i,  l'un  des  polynômes  du  second 
membre  de  (24)  contiendra  un  facteur  triple  et  l'autre  un  facteur 
double  et  un  facteur  simple,  ou  bien  tous  les  deux  contiendront 
un  facteur  double  et  un  facteur  simple.  Ce  dernier  cas  est  à  re- 
jeter, car  les  deux  polynômes  seraient  identiques.  Dans  le  premier 
cas,  on  aura 


d(jL)^     -T-  CIO-     - 

\-  bto  -f-rt==rf(a)  —  a)3, 

/i'co3-h/w2- 

1-  /'  co  -i-  e'  =  h'i  co  —  a  )  (  co  - 

-?r 

t'^'^^;eréc 

,    .      ,   /Mco— 3) 
luit  a  ^ —• 

et  le  nrouuii  -r, — ;  se  reciuu  a  -7- -■ 

Enfin,  si  Aco»  +  goï-  + /co  +  e  contenait  un  factein-  triple,  les 
trois  polynômes  seraient  identiques.  En  résumé,  dans  tous  les 
ras  qui  poiivenr  se  présenter,  lorsque  la  variable  décrit  un  contour 
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fermé,  oj  se  change  en  une  expression  de  la  Ibrme 

Xw  -i-  |J. 

? 

VU)  -t-  p 

À,  a,  V,  0  étant  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  du  chemin 
suivi  par  la  variable.  Il  en  résulte,  en  employant  toujours  la 
même  notation,  que  H(io)  est  une  fonction  uniforme  de  la  va- 
riable. Soit  P(^)  cette  fonction;  considérons  l'équation  linéaire 

d-Y  I      T^    /  N 

on  pourra  choisir  deux  intégrales  ^Ki,  J-i  telles  que  leur  rapport 
soit  égal  à  to.  On  aura 

Ta  _  Us  ^  Us  ^  Uv 

ri     u,     u,     U3 

ou  bien 

U,  _     Ua    ^     U.    _  U* 

y\  ~  y\yi  ~  y^yl  ~~  y\ 

Soit  F(Z)  =:  o  l'équation  linéaire  du  quatrième  ordre  à  coeffi- 
cients uniformes  qui  admet  pour  intégrales  les  cubes  des  intégrales 
de  l'équation  (20);  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette 
équation  sera  formé  par 

On  passera  de  l'équation  F(Z)  =  o  à  l'équation  (7)  en  posant 

Z  =  m; 

?(^) 

cp(^)  étant  de  la  forme  e^'^^^^dx ^  ,^{1  '\{x')  est  une  fonction   uni- 
forme. 

Les  intégrales  de  l'équation  (^7)  seront 

Si  dans  réiiualiou  (u5)  on  p«)se    »==  ..,  J.  les  intégrales  de 

l'écjuatiou  (7)  seront  les  cubes  des  inlégialcs   de  TécpialioM   tu    z. 
Donc  : 
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Théorème  IV.  —  Si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  du 
quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  deux  rela- 
tions homogènes  du  second  degré,  pouvant  être  mises  sous  la 
forme  (22),  les  intégrales  de  cette  équation  sont  les  cubes  des 
intégrales  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients uniformes. 

12.  Voici  comment  on  pourra  former  l'équation  générale  du 
quatrième  ordre  de  celte  nature.  Soit  l'équation  linéaire 

en  posant  w=  i'^,  on  aura  successivement 

dx         -'     dx 


=  3H'r3-^2iH72^ 

-^    d 


dx^ 

dyu 

dx^ 


en  éliminant  entre  ces  cinq  équations  v-*,  y   zf~^  J'[j  )  '  (t")  ' 
on  aboutit  à  l'équation  suivante  : 

d* u  ,,d-u  „,dii       ,    ,,-       „u„. 

(26)  -r-, loH -^— -  —  loH^- h-(qH2— 3H  )«  =  o. 

^  dx*  dx^  dx       ^^ 

Pour  obtenir  l'équation  la  plus  générale  du  type  demandé,  il 
suffira  de  faire  la  transformation  f^  =  cp(jc)U,  '-p(^)  étant  une 
fonction  quelconque  de  x,  elle  contiendra  deux  fonctions  arbi- 
traires H  et  (5(x).  Pour  qu'une  équation  du  quatrième  ordre  ré- 
ponde à  la  question,  il  suffira  qu'elle  soit  de  la  forme  (26),  quand 
on  aura  fait  disparaître  le  second  terme,  et  Ton  a  tout  de  suite  la 
valeur  correspondante  de  H. 

13.  J'ai  déjà  fait  remarquer  que  le  problème  traité  revient  à  la 
recherche  des  substitutions  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle- 
même,  soit  une  surface  du  second  degré,  soil   une  biquadratique 


—  170  — 

ou  une  cubique  gauche.  On  voit  par  là  de  quelle  importance  est, 
dans  la  théorie  des  équations  linéaires,  l'étude  des  substitutions 
linéaires  qui  reproduisent  une  forme  donnée.  Sans  aborder  ici  cette 
étude  dans  toute  sa  généralité,  il  est  bien  aisé  de  mettre  en  évi- 
dence le  lien  intime  qui  existe'  entre  ces  deux  questions.  Soit 
F(r)  =  o  une  équatioa  différentielle  linéaire  d'ordre  m  à  coeffi- 
cients uniformes  et 

(27)  f{yu  y-i,  ...,rm)  =  o 

une  relation  homogène  d'ordre  11  entre  ni  intégrales  y'^,  y-,,  •  •  •, 
Vjn  formant  un  système  fondamental.  Supposons  qu'entre  ces  inté- 
grales il  n'existe  pas  d'autre  relation  homogène  de  même  degré. 
Soient  Jk',,jKo,  .  . . ,  j^^„  les  valeurs  nouvelles  de  ces  intégrales 
après  lin  contour  fermé  décrit  par  la  variable  ;  la  relation 

/(7n  y'-i^  •••'  7'/«)  =  o 

devra  être  identique  avec  la  relation  (27).  Le  groupe  de  l'équa- 
tion F(  r)  =  o  ne  contiendra  donc  que  des  substitutions  reprodui- 
sant la  forme  homogène  /(j'i,  r-i,  •••,  Xm)-  Si  ces  dernières 
substitutions  sont  en  nombre  limité,  en  considérant  comme  iden- 
tiques celles  qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  on  en 
conclura  comme  au  n"  8  que  la  dérivée  logarithmique  d'une  inté- 
grale quelconque  n'admet,  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
qu'un  nombre  limité   de   valeurs  ;  puis,  si  l'on  fait  disparaître  le 

coefficient  de  ^^^_^  dans  l'équation  proposée,  le  même  raisonne- 
ment montre  que  chaque  intégrale  n'admettra,  j)our  une  valeur 
particulière  de  la  variable,  qu'un  nombre  limité  de  Nalcurs  dilfé- 
rentes. 

Si  réf[uatiou  F(j')  =  o  a  toutes  ses  intégrales  régulières,  on  \oit 
(|ue  l'intégrale  générale  s'exprimera  au  moyen  de  fonctions  algé- 
briques. 

Plus  généralement,  sup|)Osou>  cpie  les  inlégiales  )  , ,  )  .j,  ..., 
y,n  vérllient  une  relation  algébricpic  de  degré  // ;  cette  relation 
pourra  st'crire,  en  groupant  cnscrnblc  h-s  t<Miuos  de  même  de- 
gré : 

(■}.?>)  •f/,''.»',.  y-, .r,,,)  I-  '&:,  \(  y\'  yi .v,„Vi-...-i  tp// vi.  ,1-2 ym^~  f> 
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S'il  n'existe  entre  ces  intégrales  aucune  autre  relation  de  degré 
égal  ou  inférieur  à  n,  la  relation  obtenue  en  remplaçant  k,,  y^,  ..., 
y,n  par  j'i»  J'.^  •  ••  ?  y'm  devra  être  identique  à  (28).  Il  en  résulte 
que  les  groupes  homogènes  cp„,  'f„_i,  ...,  'fy»  devront  se  reproduire 
identiquement,  et  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  que  des' 
substitutions  linéaires  qui  reproduisent  à  la  fois  les  formes  homo- 
gènes cpy,,  .  .  .,  'f„_,,  o„.  Si  le  nombre  des  substitutions  qui  repro- 
duisent l'une  de  ces  formes  est  limité,  on  en  tirera  les  mêmes  con- 
séquences que  tout  à  l'heure. 

Si  l'équation  F(r)  =  oest  du  troisième  ordre,  toute  relation 
homogène  de  degré  n  entre  les  intégrales  /{}'{,  J^ai  J's)  =  o  P^ut 
être  regardée  comme  l'équation,  en  coordonnées  homogènes,  d'une 
courbe  plane  et  l'on  se  trouve  amené  à  la  recherche  des  substitu- 
tions linéaires  qui  n'altèrent  pas  une  courbe  plane.  Le  cas  d'une 
conique  est  celui  qui  a  été  traité  antérieurement  (n"  2);  il  y  a  une 
infinité  de  substitutions  répondant  à  la  question.  Mais,  si 

représente  une  courbe  indécomposable  d'un  degré  supérieur  au 
second,  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a,  en  général,  qu'un 
nombre  fini  de  substitutions  linéaires  reproduisant  cette  courbe. 
Il  suffit  d'emplover  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été 
employé  par  M.  Poincaré,  dans  le  cas  des  cubiques  {Journal  de 
l'École  Polvteclinique,  L«  Cahier).  On  sait  qu'il  existe  toujours, 
pour  une  courbe  plane  d'un  degré  supérieur  au  second,  un  certain 
nombre  de  points  singuliers  et  de  droites  singulières  :  points 
doubles,  points  d'inflexion,  points  de  rebroussement,  tangentes 
doubles.  Toute  substitution  linéaire  qui  reproduit  la  courbe  de- 
vant changer  un  point  singulier  en  un  point  singulier  de  même 
nature,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  substitutions  possibles  est 
forcément  limité.  Le  résultat  auquel  on  se  trouve  conduit  est 
précisément  le  résultat  qui  a  été  obtenu  par  ]M.  Fuchs. 

Il  faut  pourtant  remarquer  que,  si  l'on  a  une  courbe  a\ant  des 
singularités  élevées,  il  peut  en  être  autrement.  Considérons,  par 
exemple,  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement.  Prenons 
pour  cotés  du  triangle  de  référence  les  tangentes  au  point  de  re- 
brousseincnl   ri  au   j)i>inl  (riiill<\ii>ii    la    dioilc  (|iii   joint   ces   deux 
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points  ;  l'équation  de  la  cubique  sera  de  la  forme 

x^  —  JK^^  =  o. 

Il  V  a  une  infinité  de  substitutions  linéaires  qui  reproduisent 
cette  courbe  et  qui  sont  de  la  forme 

37  =  XX,    y  =:  ixY,    z  =  vZ, 

avec  la  condition  A^  =  [jl-v.  On  en  conclut,  comme  au  n°  10,  que 
toute  équation  du  troisième  ordre  à  coefficients  uniformes,  dont  les 
intégrales  vérifient  la  relation 

L-?=U2U3, 

admet  un  svstème  fondamental  d'intégrales 

o\x  f\{x),  f2{x)^  /^{jc)  sont  des  fonctions  uniformes  vérifiant  la 
relation 

3/,(x)  =  iMx)  -f-/3(^). 

Ce  cas  est  analogue,  comme  on  voit,  au  cas  d'une  biquadratique 
gauche  ayant  un  point  de  rebroussement. 

Tout  pareillement,  si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  du 
quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  relation 
homogène  d'ordre  n 

/(Ji.  72,73,74.)  =  0, 

et  une  seule,  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  que  des  sub- 
stitutions linéaires  reproduisant  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion y"(j>',,  j^2»  y^j  y!,)=^o.  Si  cette  relation  est  du  second  degré, 
on  a  vu  que  ces  substitutions  étalent  en  nombre  infini.  Dans  le 
cas  où  l'équation  est  de  degré  supérieur  au  second,  on  déduit  de 
considérations  géométriques  analogues  aux  [)iécédciiles  (\\n\  ces 
substitutions  seront  en  nombre  limité,  sauf  dans  cerlains  cas  (juc 
l'on  peut  regarder  comme  excc|)li()niicls. 
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Sur  le  problème  des  fous  ;  par  M.  Joseph  Perott. 

(Séance  du  if>  novembre  i883.) 

.  Ce  problème  bien  connu  est  le  suivant  : 

Placer  un  nombre  donné  de  fous  sur  l'échiquier,  de  ma- 
nière qu'aucun  fou  ne  puisse  être  pris  par  un  autre. 

C'est  le  nombre  des  solutions  de  ce  problème  que  je  me  pro- 
pose de  rechercher. 

I. 

Tout  le  monde  sait  qu'un  fou  placé  sur  une  case  blanche  ne 
peut  en  prendre  un  autre  qui  se  trouve  sur  une  case  noire,  et  inver- 
sement; donc  on  peut  considérer  séparément  les  fous  qui  sont 
placés  sur  des  cases  noires  et  ceux  qui  se  trouvent  sur  des  cases 
blanches.  Le  problème  principal  peut  être  résolu,  par  conséquent, 
à  l'aide  du  problème  auxiliaire  suivant  : 

Placer  un  nombre  donné  de  fous  sur  les  cases  noires  de 
Véchiquier,  de  manière  quils  ne  puissent  se  prendre  mutuel- 
lement. 

Mais,  avant  d'aborder  ce  problème,  je  me  propose  d'en  traiter 
un  autre  qui  pourra  servir  de  lemme. 

II. 

Problème  des  tours  sur  un  échiquier  rectangulaire. 

Traçons  dans  un  plan  vertical  m  lignes  horizontales  et  n  Hgnes 
verticales  équidistantcs;  ces  lignes,  que  nous  désignerons  sous  le 
nom  de  lignes  fondamentales,  donneront  mn  points  d'intersec- 
tion, qui  pourront  être  considérés  comme  étant  les  centres  des 
cases  d'un  échiquier  rectangulaire  à  mn  cases.  Le  problème  des 
tours  consiste  à  placer  un  nombre  donné  de  tours  sur  cet  échi- 
quier, de  manière  qu'aucune  tenir  ne  puisse  être  prise  par  un  aulre. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ail  ni^n,  il  est  évident  que 
le  problème  des  tours  n'est  possible  que  dans  le  cas  où  le  nombre 
des  tours  est  inférieur  ou  égal  à  77i.  Nous  désignerons  l'échi- 
quier à  mji  cases  par  A3.  Supposons  maintenant  qu'on  partage 
l'échiquier  A3  en  deux  régions  quelconques,  que  nous  désigne- 
rons sous  les  noms  d^échiquiers  A,  et  A2;  je  me  propose  de  faire 
voir  que  si  le  problème  des  tours  est  résolu  pour  l'échiquier  A|, 
je  veux  dire  pour  tous  les  nombres  des  tours  depuis  i  jusqu'à  m, 
il  est  toujours  possible  de  le  résoudre  pour  l'échiquier  Ao.  Je 
désignerai,  en  général,  par  A*  le  nombre  des  solutions  du  pro- 
blème des  k  tours  sur  l'échiquier  A.  Cela  étant  ainsi,  il  est  évident 
que  les  solutions  du  problème  des  A'  tours  sur  l'échiquier  A3  peu- 
vent être  distribuées  en  k  -+-  i  classes  suivantes. 

1°  Toutes  les  k  tours  se  trouvent  sur  l'échiquier  A<.  Nous  dé- 
signerons le  nombre  de  ces  solutions  par  A^. 

2°  Il  Y  a  A'  —  I  tours  sur  l'échiquier  A(  et  i  tour  sur  l'échiquier  Ao. 
Soit  A^~'A.^,  le  nombre  de  ces  solutions. 


.ç  +  I .   Il  y  a  A"  —  s  tours  sur  l'échiquier  A,  et  s  tours  sur  l'échi- 
quier Ao.  Soit  A^^^A^  le  nombre  de  ces  solutions. 


k  -{-  1.  Toutes  les  A"  tours  se  trouvent  sur  l'échiquier  Ao.  Soit  A^ 
le  nombre  de  ces  solutions. 
On  aura  évidemment 

A\  +  A^  '  A^  4-. .  .-h  A^-*  A|  + . . . -V  A^  =  At 
Je  suppose  donc  qu'on  connaisse  les  nombres 
A  '     A  -     A  ■'  A  "' 

Cl  puis  les  nombres 

Af 'AJ.   At^-A^ \^^A^   ....    \^. 

et  je   me   |)rop<)se  de   (;irre  \  on- coriimcnl  on  |iniirrn  drlcriiiiticr  Ic^ 
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nombres 

A^A^  A^'Ai,   ...,  A^'^'A;,    ...,   A^'. 

Prenons  pour  point  de  départ  une  solution  quelconque  du  pro- 
blème des  A'  tours  sur  l'échiquier  A,,  de  manière  que  les  tours  se 
trouvent  placées  sur  les  points 

'-*  1  î  '^\i   •  •  •  1  "  1    • 

Il  y  aura  n  —  A'  lignes  et  m  —  A"  colonnes  de  libres,  qui  donneront 
(m  —  ^)('^  —  ^')  points  d'intersection  sur  chacun  desquels  on 
pourra  placer  la  A"  +  li-^me  ^q^t^  Q^  aura  de  cette  manière,  en  pre- 
nant pour  point  de  départ  toutes  les  solutions  du  problème  des 
A'  tours  sur  l'échiquier  A,,  (/?i  —  ^')(''  —  ^")-M  solutions  du  pro- 
blème des  A"  +  I  tours  sur  l'échiquier  A3.  Ces  solutions  appar- 
tiendront évidemment  aux  deux  premières  classes.  De  plus,  les 
solutions  de  la  première  classe  s'obtiennent  de  cette  manière 
chacune  k  -f-  1  fois;  car  si,  en  partant  de  la  position 


^^'. 


on  avait  obtenu  la  position  (-) 


cette  même  position  pourrait  aussi  s'obtenir  en  partant  d'une  autre 
combinaison  quelconque  de  A  lettres  prises  parmi  les  k  -\-  \.  lettres 
précédentes.  Les  solutions  de  la  deuxième  classe  ne  s'obtiendront 
qu'une  seule  fois.  On  écrira,  par  conséquent, 

(,n  -  k)  {n  -  k)k'{  =  (/.■+- 1)  At+'  +  A^'  A.^, 

ce  qui  détermine    A^A.',. 

Je  suppose  qu'on  soit  parvenu  de  cette  manière  à  déterminer  tous 
les  nombres 


(')  Il  est  inutile  d'avertir  qu'on  suppose  k<m,  sans  cola  tous  les  nombres 
suivants  seraient  des  zéros. 

(2)  Nous  désignerons,  en  s<''n<''ral,  par  r/,  nti  poinl  de  récliiquicr  V,,  par  a,  un 
point  de  rérhiquicr  A.,  et  enlin  par  a,  un   puiiil   de  ré(lii(|nior   V,. 
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et  je  veux  montrer  comment  on  pourra  déterminer  (') 

Partons  d'une  solution  de  la  i"""^  classe  du  problème  des  A  tours 
sur  l'échiquier  A3 

il  y  aura  n  —  A"  lignes  et  m  —  A"  colonnes  de  libres  qui  donneront 
(m  —  A')(/z  —  A')  points  d'intersection  sur  chacun  desquels  on 
pourra  placer  la  /^-^-iieme  tour.  On  obtient  de  cette  manière,  en 
partant  de  toutes  les  solutions  de  la  V^^^  classe  du  problème  des 
A"  tours  sur  l'échiquier  A3,  (m  —  ^^{,1^  —  A") A*"'"^' A^"*  solutions 
du  problème  des  A'  +  i  tours  sur  l'échiquier  A3,  qui  appartiendront 
évidemment  aux  classes  ?  et  ^  +  i .  Mais  on  voit  que  les  solutions 
de  la  classe  t  s'obtiendront  chacune  A"  —  t  -\-  1  fois  et  celles  de  la 
classe  t-\-\,  t  fois,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

(m  -  A)(«  -  k)k\-'^^  A'2-1  =  (A-  «  -+-  2)  A^-'+2  AV'  +  /  A^'-'  A'^, 

ce  qui  détermine  A^"'"'^A2.  Cette  formule  de  récursion  permet 
d'obtenir  tous  les  autres  nombres,  si  l'on  connaît  les  nombres  sui- 
vants : 

A^     A'^     A*  A"* 

En  effet,  on  a  évidemment 

A.2  =  mil  —  A}  ; 

puis,  en  faisant  A=i,  f=  i,  2,  on  obtient  successivement  les 
nombres 

A, ,  Aj,  Aj, 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  aussi  de  cette  manière  le  nombre  des 
solutions  du  problème  des  A"  tours  sur  réchiquier  A3;  mais  il  est 
plus  lacile  de  l'obtenir  directement  à  l'aide  de  la  formule 


A3  =  nin 


(m  —  i)(n  —  i)  {m  —  ?.)Cn  —  2)  (m  —  /.•-4-i)(n  —  /-t-i) 


11  convient  maintenant  dappliquer  la  lli('oric  précédente  à  quel- 
ques exemples  particuliers. 

(')  Je  suppose  (iii'on  ait  A-Hi  -^/;  dans  le  cas  rontrairc,  il  n'y  aurait  rien  ji 
rliorcher.  (Miand  riiidicr  d'une  lettre  devient  i''f;al  à  zéro,  cette  lettre  est  à  sup- 
(irinier 


III. 

Problème  des  tours  sur  l'échiquier  carré  à  4  cases. 

On  oljlicnl  (liieclement,  à  laide  de  la  lorniule  (jiic  ii(»ii>  ii\(»ri- 
donnée,  en  v  iaisanJ  m  ^  /?  =  2  el  /,  =:  1 ,  a. 


M 


4i 


A,  =  2^   —   =2, 

ce  qui  veut  dire  que  le  problème  d'une  tour  a  quatre  solutions 
sur  l'échiquier  carré  à  4  cases,  et  que  le  problème  des  2  tours 
n'admet  que  deux  solutions. 

IV. 

Problème  des  tours  sur  l'échiquier  carré  à  16  cases. 


X 


Je  partagerai  cet  échiquier,  que  je  désignerai  par  A3,  en  deux, 
dont  un  contiendra  les  points  marqués  d'une  croix,  et  l'autre  les 
autres  points.  Je  désignerai  ces  échiquiers  par  A2  et  A,  respecti- 
vement. L'échiquier  A,,  considéré  à  part,  n'est  autre  chose  (piuu 
échiquier  carré  à  4  cases,  et  l'on  aura,  par  conséqut-nl, 

A} -4, 
A?  =  u, 
\]  =  o. 
\\  =  o: 

ce  (pii  nous  permet  de  résoudre  le  j)roltlrMU'  des  tours  sur  l'éclii- 
(piier  Aj.  On  a  évidemment 

A^  =  lO  — _i  =  I.. 

XI.  12 
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La  formule  récurrente  deviendra,  en  v  faisant  m  =  /?  rr=  4, 

(4  _  A)2At-'+' A'-i  =  (A-  <  +  -iOAt-'^^  A^'  +  /At-'+'A',. 

Puis,  en  faisant  successivement 

A-  =  I ,  f  =  I ,  ?.  ;     k  =  1,  /  =  1 ,  2,  3  ;     A  =  3,  f  =  i .  -a,  3,  { , 

on  obtient 

9AÎ  =  '^Af-^AJA-J, 

36  =  4  -r-  ^1  ^2) 
AlA^=:    32, 

9Ai  =  AjA^-f-2A|, 

108  =  32  -f-  2A|, 

Al  =  38, 

4A^  =  3A^  +  A?A^, 

8=AfA.^, 

.iAlA^  =  2AfA^-f-2A|A-^, 

128  =  16  -h-  2A}  Aj, 

A{Al  =  56, 

4  A  .^  =  A 1  j'»- 2  -r-  3  A  2 , 

i52  =  56  -H  3A-2, 

A^  =  32, 

A?A.^==o, 

A-^A^  =  3A^A^  +  2AfA5, 

8  =  2Af  A5, 

AJ  Aj  =  I, 

Aj  A2  =  2AjA2-+"3AjA2, 

56  =  8^-3A{A^, 

A,\^  =  i6, 

A^=AlA^-f-4A^, 

39.  =  16-1-4  At» 

A2  —  I- 

On  voit  que  le  problème  des  tours,  sur  réclii([uier  \.>i\  12  cases, 
délini  précédemment,  a  lu,  38,  \V.>.  ou  /\  solutions,  selon  que  le 
nouibre  des  tours  est  égal  à  i,  2,  3  ou  /\. 
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V. 

Problème  des  tours  sur  l'échiquier  carré  à  36  cases. 


X  X  X  X 


X       X       X       X        . 


Je  désignerai  celle  fois-ci  l'échiquier  contenant  les  croix  par  A, , 
l'échiquier  contenant  les  points  par  Ao,  et  enfin  l'échiquier  entier 
par  A3. 

L'échiquier  A,  est  le  même  que  celui  que  nous  avons  désigné 
dans  le  problème  précédent  par  A,,  ce  qui  donne 

Al  =  12, 
Aï  =  38, 
A^;  =  32, 
At=  ',; 
puis,  on  a  évidemment 

A^  =  36—12  =  24. 

La  formule  de  récursion  devient,  en  y  faisant  m  ^=  n  ^=  6, 

En  faisant  successivement 

/,  =  1 ,  t  =  i ,  1:     X  =  2,  /  =  1 ,  2,  3  :     /.  =  3 ,  /  =  1 .  2.  3 ,  î  ; 
A-  =  ).  /  =  I .  ■/,  3,  i,  5  ;     k  —  5,  /  —  1 ,  2,  3.  î.  i.  G, 

on   obtient 

20 Al  =  2  Aï -^  Al  A!. 
3oo  =  -(i  -^  A 1  A 1 . 
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600  =  224  -t-  2A2, 

A^  =  188, 

i6A-^  =  3A?  + A^AJ, 

6o8  =  96  +  Af  Ai, 

AÎA»  =  5i2, 

lOA}  A*  =  ïAf  A^^^A}  Af. 

3584  =  i024-f-2Aj  A:^ 

A}  A^  =  1280, 
iGAf  =  AiA|-^3A^, 
3oo8  =  1280-4-3  A?,, 

A^  =  576, 

9A?  =  4AÎ-+-A?A^, 

288  =  i6  4-AÎAj, 

A^A*  =  272, 

9A?A^  =  3A»A*-+-2A^\^, 

4608  =  8i6-4-2A2A:^ 

A?A^  =  ,896, 

9A,A^  =  2A?A|-f-3AÎA^^, 

1 1 520  =  3792  -f-  3  A }  Aj , 

A}  A^  =2576, 

9A^2  =  AîA^-t-4A^, 

5184  =  2576 -f-  4A^, 

A*  =  652, 

4At  =  5Aj-4-AÎA^, 

,6  =  A*AJ, 

A*  A»  =16, 

4A-;Ai-.  ',A*A;-t-2AîA^ 

1088  =64  -f-2AïA^, 

\\\l^  5l2, 

\\\Al=  3AÎA^  +  3AÎA'2, 

7581  =r  i536-f-3Af  A^ 

AfA?,  ^  2016, 

,iAlA;;r.v.AÎA;;-f-  iAlA^, 


I 


-     181  — 

if»'jo4  =  4o32  --  4  A}  Aj, 

A,  A.^  =i568, 

4A^==AÎA^+5Aï, 

2608  =  i568  + 5A^, 

A|  =  208, 

AtA^=5A^A^-4-2AÎAi, 

i6=.2A*A^, 

AtA^  =  8, 

A-jAi  =  4A*A|  +  3AîA^, 

5v2  =  32-+-3A?A^, 

AjA^  =160. 

2016=  480 -4- 4  Al  A*, 

X'iAl  =  384, 

Af  A*  =  2  A,  A 2  +  5A}  Alj, 

i568  =  768^-  5A|Af, 

A}  A^  =  160, 

A^=A}A^-f-6A«, 

208  =  i6o  +  6A|, 

A^,  =8. 

VI. 

Problème  des  tours  sur  l'échiquier  rectangulaire  à  56  cases. 

X  .  .  . 

XXX. 
X  X  X  X  X 

X  X  X  X  X  X  X 

XXX 


X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

• 

X 

X 

X 


—  18-2  — 

Je  désignerai  par  Ai  l'échiquier  qui  conlieiU  l^s  points,  par  A:, 
l'échiquier  qui  con lient  les  croix  et  par  A3  l'échiquier  entier. 
L'échiquier  A,  est  évidemment  équivalent  au  point  de  vue  du  pro- 
blème des  tours  à  l'échiquier  Ao  du  problème  précédent;  quelques 
lignes  sont  plus  éloignées  les  unes  des  autres  dans  le  nouvel  échi- 
quier qu'elles  ne  l'étaient  dans  l'ancien  ;  mais  les  points  qui  étaient 
sur  une  même  ligne  fondamentale  le  sont  encore.  Nous  pouvons 
écrire,  par  conséquent, 

Aj  =  i8<s, 
A^;  =  37(). 
A^  =  65-2, 
A^  =  '.408, 
A«  =  8, 
Ai  =  o. 

De  plus,  on  a  évidemment 

A^  =  56  —  ^4  =  32. 
La  l'ormule  de  récursion  devient,  en  faisant  /«  =  7,  /i  =  8, 

^-_^H8-^)At-'-'A^'=(^-^-t-:i)A^'^^A^'  +  /At-'-'A;; 

jiuis,  en  faisant  successivement, 

A=ri,  ^  =  1,2;     /.  =-2,  /  =  I,  2,  3;     /.  =3,  /  =  i.2,  3.  i; 

A  =  4,  1  =  1,  2,  3,  4,  5;     A  =  5,  ^  =  I,  :>.,  3.  4,  J,  (i; 

/,  =  G,  /  =  I,  2,  3,  4.  5'  7- 


on  obtient 


42A|  =  2A'f-r-AlAi. 

1008  =  376  + Aï  A.!. 

A|  A^  =.632, 

42Ai  =  Al  AJ^2A^, 

i3ii  =  632+ 2  A  ^, 

\]  =  35G, 

3„Aï  =  3Aî-4- AfAl. 

56in  =  172H-;   AfA^, 
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A;AJ  =  391  i, 
3oA|Ai  =  2A?Âj--2AiA^ 

189G0  =  7824  -:-  2  A}  Aj, 

AjA^  =  5568, 
3oA|  =A}Ai-*-3A^ 
10680  =  5568 +  3  A*, 

A^  =  1704, 
2oAÎ  =  4Al^A^\^ 

I\520  =:2608-|-A*A.*. 

A?  A*  =  8912. 

2oA?Ai  =  2A?A^-f-2Af  Ai, 

78240  =  26736 -t-2Af  Al, 

Al  A2  =  25752, 

2oAlA|  =  2AïAi-^3A}A-^, 

I  ii36o  =  5i5o4  -T-  3A}  A2, 

Aï  A^  =  19952, 

2oA^2=AiA^-t-4A^ 

34080  =  19902  -t-  4 A2- 

At  =  3532, 

12  A|  =  5Ai  ^- Al  Aj, 

7824  =  1040— A^  A?,. 

AÎA^  =  6784, 

i2A^\.^  =  4AtA»-^2A^\^ 

106944  =  27i36  -i-2Ai  Xl, 

A,  Ao  =  39904, 

i2A?A'2  =  3A^A^-^3A-fA|, 

309024  =  119712  -r-  3Af  A', 

Af  A^  =  63io4, 

,2A}A^  =  2AfA^-^4AlA*, 

239424  =  126208  -i-  4 A}  Aj, 

A|  A*=  283o4, 

i2A^  =  A;Ar;--5A^, 

42384  =  283oi  -H  5A^ 

A2  =  2816. 
6Af  =  6AÎ^AÎAJ, 
,9.iS  =  48+AîAl, 
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A'i  Ai  =  1 2()i>. 

(lA;Ai  =  JA^Ai  — ;tA;A;, 

1070  (  =  (iooo  —  1 A  [  A  o  - 

A^  Aj  =  1735.2, 

6A*A|  =  {AjA-^-f-SA^AL 

239424  =  69408 -^3  A ■[  AL 

\'-\kl  =  5G672. 

()AiA2  =  3AtA^-^4AïA^ 

37862  \  =  170016  -1-  4  Af  A l. 

\'l  Ao  =   J2l52. 

6A}A^  =  2AïA^-^  5AJ  Ai. 

I O982  »  =  104304  -T-  5  A  [  A  o . 

A{  A*  =  i3io4, 

6A?  =  AJA^^6A|, 

1 6896  =  1 3 1 04  -T-  6  A  2 , 

Al  =  632. 

2A?=:7Ai^AÎA^ 

i6  =  A6A.». 

2AÎ  A^  =  6AtA^-+-2AïA^, 

2400  =   96  -r-  2  A  f  A  2  ' 

A'^  A'2  =  1 152. 

2A|A^  =--  5AîA^^3A;A^- 

34704  =  5760  -+-  3A  '  Aï» 

AJA?,  =  9648. 

2AîA^  =  4AtA^-    jA^A;. 

1 1 354  i  =  38592  -r-  4  A  ','  A l • 

A^A^  =  18688. 

2  Aï  A*  =  3AÎ  A.*-^  5AfA^, 

io43o4  =  56o64  -r-  5  A\'  X'I, 

AfAj  =  9G4«. 

2A}A^  =  aApV^-^GAlAt, 

26208  =  1 9296  H-  6  A  I  A  j  - 

A,  AS=  ii>2. 

2A«  =  a{aS-i-7a:;. 

1 26 1  —  Il  52  -   7  A  2  • 
Aï  =  16. 


18? 


\  II. 

Problème  des  fous  sur  les  cases  noires  (  '  )  d'un  échiquier 
ordinaire. 

Nous  venons  donc  d'obtenir,  comme  nombres  des  solutions  du 
|>roblème  des  tours  sur  l'échiquier  A^  à  32  cases,  les  nombres 
suivants  : 

A^=      32, 

A;  =    356, 

\i  =  1704, 

Aj  =  3532, 

A^  =  281G, 

A*  =    632. 

A-^  =      16. 

Or  il  est  évident  que  les  .32  points  de  l'échiquier  Ao  du  §  VI 
peuvent  être  considérés  comme  centres  des  32  cases  noires  d'un 
échiquier  ordinaire  ;  la  marche  de  la  tour  deviendra  alors  celle  du 
Ibu.  Donc  il  est  })Ossible  de  placer  (-)  1,  2,  3.  4»  >?  6.  7  fous  sur 
les  cases  noires  d'un  échiquier  ordinaire  de  32.  356.  1704,  3532, 
2<Si6,  632.  16  manières  différentes  respectivement. 

\  III. 

Il  est  facile  de  résoudre  mainlenant  le  problème  des  lous.  tel 
qu'on  le  pose  ordinairement  : 

Déterminer  le  nombre  des  manières  de  placer  "A  fous  sur  un 
échiquier  à  64  cases. 


(^')  Je  ne  dis  cases  noires  que  pour  lixtr  le?  itlLCs:  «m  |)iiiinait  Imit  aussi  bien 
inctlie  cases  blanches. 

(-')  Je  (lis,  pour  nhrc^er,  placer,  an  li<Mi  de  dire  placer  eonformenicnl  à  l'c- 
noncc  du  problème  des  fous. 
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On  aura 

7  fous  sur  des  cases  noires,    i    fou   sur 

une  case  blanche i6  x      'ii  =            5 12 

G  f.  c.  n.,  2  f.  c.  bl 632  X    356  =      224992 

5  f.  c.  n.,  3  f.  c.  bl 2816  X  1704  =    4798464 

4  f.  c.  n.,  4  f.  c.  bl 35322  =  12475024 

3  f.  c.  n.,  5  f.  c.  bl 1704  X  2816  =     Î798464 

2  f.  c.  n.,  6  f.  c.  bl 356  x    632  =      224992 

I  f.  c.  n.,  7  f.  c.  bl 32  X       16  =            5 12 

Nombre  des  solutions 22522960 


Mémoire  su/-  les  su /faces  déieloppables  fo/-//iées  pa/'  la  /•éj/'ac- 
tio/i  d'u/i  faisceau  de  /'ayo/is  lu//ii/ieux  pa/allèles  su/'  u/ie 
cou/'be  do/i/iée;  par  M.  Lucien  Lévy. 

(Séance  du  2  novembre  i883.) 

Le  problème  (')  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  a  pour 
objet  de  grouper  les  rayons  réfractés  de  manière  à  lormer  des  sur- 
faces développables. 

Soient 

M  un  point  de  la  coiirhe  donnée; 

MT  la  tangente  en  ce  point; 

MN  une  normale  ; 

MI  le  rayon  incident  qui  est  parallèle  à  une  direction  fixe; 

MR  le  rayon  réfracté  dans  le  plan  :NMl. 

On  doit  avoir 

(i)  sinNMI  = /«sinNAlH, 

/i  étant  lindice  de  rélraclion. 

Je  vais  d'abord  transformer  celle  relation. 


(')  C'est  à  M.  <).ssi;iii  lioiinet  (|u'iin  doil  la  [tremirre  idée  de  fîéni'ndiser  ainsi 
le  problème  des  di''vclo|)pécs:  mais  l'éminiMit  f^é-omclre  ï»'e>l  cnnlcnli'  de  si};nal(;r 
ce  fait  que  le  firobléme  se  résoKail  |iai  «h-^  (|iiadr,iliiii<,  et  n  a.  pas  publié  ses 
I  ra\aux  sur  ce  snji't. 
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Appelons   ('j  lunule    dit.'die   du    plan   .N.MI    cl    du    plan   T. Ml;    le 
Irièdre  MTIjN  donne  la  relation 

cosNMT  =  o  =  cosNMI  c.^TMI  —  <in\MI  mhTMI  to«co. 

JJe  même  le  trièdre  MIUT  donne 

cosR.MT  =  cosHMI  cosT.MI  -r-  «in  RM!  sinTMI  >■<,<, o; 


d'où,  en  éliminant  cos(.)  entre  les  deux  équations  j)récédenles, 

cosR.MTsinN.MI  =  cosTMI(cosRMl  sin  N.MI  —  cos  \-Ml  <iiiRMI) 
=  — cosT.MIsinRMN 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

(2)  cosRMT=— -  cosTMI. 

n 

L'angle  RMÏ  ne  dépend  donc  pas  de  la  normale  !M]\  :  il  ne 
dépend  que  de  l'arc  de  courbe  a  et  des  cosinus  directeurs  de  la 
direction  fixe.  \ous  poserons  dune  manière  générale 


(3) 


cosRMT=  À 


),  étant  une  ionclion  donnée  de  .v.  Il  suffira,  p(Kir  re\enir  au   |)ro- 
hlènie  proposé,  de  j:)rendre 


<4» 


À  = cosTMI. 

n 


Cela  posé,  appelons 

o,   />,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  la   tangente  MT  avec  trois 

axes  de  coordonnées  rectangulaires; 
//' ,  h',  c'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale; 
a",  b".  c"  ceux  qui  déterminent  Taxe  du  plan  o>culali  iii-; 
.?•„,)■„,  Ty.   les  coordoniK'c-  du  point  M. 
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Léqualion  du  plan  osculaleur  de  la  courbe  en  M  sera 

a"{T  —  Xo)  —  b"(y  —yo)-h  c''(z  —  Z(,)  =  o, 

celle  du  j)lan  mené  par  ]MT  perpendiculairement  au  plan  oscula- 
leur 

a'{x  —  x^)  -T-  b'(y  — j,,  )  -^  c' { z  —  ^„  )  =  o; 

par  conséquent,  l'équation  d  un  plan  qui  fait  avec  le  plan  oscu- 
laleur l'angle  ci  sera 

a"(x  —  x„)  ^-  b"(y Vo)  —  c"{z  —  z<,) 

—  tangci[(7'(r  — j-„)-h  6'(j'— 7,,)-+-  c'(z  —  Zu)]  —  o. 

Nous  poserons 
(  5)  tan<ï<p  =  /. 

Si  /  esl  lonclion  de  s,  le  plan  dont  nous  venons  d'écrire  l'équalion 
enveloppera  une  surface,  el  celte  surface  sera  une  des  dévelop- 
pables  que  nous  éludions  si  la  caraclérislique  du  plan  fail  avec  la 
langenle  MT  un  angle  0  satisfaisant  à  l'équation  (3),  c'est-à-diro 
tel  que 

(6)  cosO  =  À. 

Les  équations  d'une  parallèle  à  cette  caractéristique  seront 

{  a"  —  a'  l  )x  -^  { h  —  //  /))--(-( c  —  c'  /)z  =  o, 
d(a"—a'l)  ()(l>"—h'l)  f){c—c'l) 

r .r  H T  H Z  =  O. 

OS  ils  '  ()S 

Nous  les  écrirons 


L  -t 


en  posant 


1  =  (h  —  h  l) —  (  r  —  cl)    . 

^  '  Os  <ls 

^i  =  (c  —cl)  ■ («  —  a'I ) -', 

os  <>s 

,Hh"—l,'h  ,  ,,,    ,Hft"—n'l) 

'  '  (1s  as 
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Pour  calculer  a,  nous  emploierons   les   formules   de  M.  Serret 


Oc' 

ds 

= 

— 

c 
ÏÏ  " 

c" 
"T' 

âc" 

c' 

as 

— ■ 

T 

5 

R  étant  le  rayon  de  courbure,  T  le  rayon  de  torsion  de  l:i  eoiirhc 
au  point  M. 
Il  vient  alors 


b" c'  —  b' c"        b" c  —  bc"  ,        .  ,„   ,       j,   «    ^^l 
a  =  ^ -^  j^—  / ._  (  i  ,     .  6  e  ,  - 

b' c  —  bc'  j^       b' c"  —  b"  c' 
K  T  ' 

ou,  en  vertu  de  relations  bien  connues  entre  les  neuf  cosinus, 


I  +  /2         ,  /  dl         .,  l^ 

-  —  a 

on  aura  de  même 


1  K  (is  W 


<^^-b-^+b^-^b-^b     -, 

1-4-  /2  ,    /  dl  „  t'- 

or  l'équation  (())  peut  s'écrire 

aa-+-6p-4-rY  _. 

ou 

(a  a  +  ^>  fi  -i-  c  Y  )"^  =  >^n  î''^  +  '>-  +  Y-  )• 

Les  formules  précédentes  donnent  immédiatement 

rta+6p-i-CY=- rp —  ' 

'  '  (IS  l 

',1  _i_  9.2  -J-  -'2  =    / 


(^^/ 


K^ 
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Léciiiation  tlu  problème  esl  donc  enfin 

(01  _  ijziIlY^'.o  (-/•^(■+/^)  ,  fol     t-f-/-y] 


ou 

(7) 

r)l 

IM-/^ 

T 

en  posant 

(8) 

[X  = 

k'^^ 


Remarquons  pour  les  applications  ultérieures  que  Ion  a 

{8  bis)  [jL=cotRMT. 

Faisons  clans  l'équation  (y) 
(9)  '=      " 


I—    t- 

d'où 

01  _  2(1^  t^-)  0J_ 

ÔS    ~~     (  I  —  /2  )2     ^s' 


/2 


u-/-)- 


11  vient,  après  une  suppression  du  l'acteur  — _    ,  .,   dont  il  sera 
tenu  compte  ultérieurement, 

dt         I  -h  /2         M 

(lo)  -; Ffi 17  ^  =  "• 

'  <)s  -i  1  n 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  résoudre  une  é(piation  de  Uiccali. 

Jusqu'ici  les  axes  de  coordonnées   et  la  fonction  A  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  la  fonction  u.  sont  restés  arbitraires.  Revenant 

au  problème  primitif,  nous  prendrons,  comme  dans  l'équation  (4), 

À  =-  ^  cosT.MI. 
// 

I  )e  |)lus,   l'axe  des  z  sera  parallèle  aux  i  avons  incidents,  de  sorte 
fjuc  nous  aurons 


n 


\/n'—ci 
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Cela  pose-,  011    vérifie    aiséiiu'iil   que    rt-qualiuii  iio)    admet  les 
deux  solutions  suivantes  : 

c'  -^  J n^  —  c^ 


/,  = 


I  —  n- 

:•'  -^  ^n^  —  c^ 
c"  —  \/ 1  —  n- 
En  effet,  on  a 

<)r 

or  les  formules  de  M.  Serret  donnent 


R        T 


de 

c' 

as 

=  Y\' 

ôe' 

'ôs 

""^  1 

àc" 

c' 

'fh 

-  J, 

Ils    ~ 


:  J  (c"-t-  v/l  — «-)-^  ^(v/«-—  C^^C') 


(r"-f-  v/i  —  II-  )" 


En  portant  dans  l'équation  (lo)  cette  valeur  ainsi  que  celles  de 
a  et  de  <,,  puis  chassant  le  dénominateur  (<""H-\/i  —  /'")  -  il  vient 


;"2  ce' e" 

v"-         c"  v  I  —  n- 


c  y/i  —  /«^ 
K 

c"  y/ 1  —  n^        ce'  sj  y  —  n- 

c'  y/rt-  —  c-        c'' 
1                 T 

r  —  II-         c'- 

c  s/ II- — c^         «2 — c'i 

h  v/«^—  f^ 


T  ^T  aT  y.T  ^i 

( — c' c" — c"  \/ II-  —  c- — r'y/i        //- —  \^ i  —  n-\'ii-       r'-). 


et  l'on  voit  que  tous  les  termes  se  détruisent  deux  à  deux.  De 
même,  en  chanj^eanl  y/i  — //-  en  — \'i  —  //-,  on  \oil  cpic  /._,  esl 
solution  de  l'érpialion  (lo). 
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Cela  posé,  eiïectuons  dans  l'équation  (  lo)  la  siibslilulion 


t—t. 


u. 


d'où 


t  =  t. 


U(  tx~  t-î) 


or 


i,  —  t.y  = 


X  (  c'  -^  \/n'^ —  r2  )  ^/ 1  —  «2  •>  v/ 1  —  "  - 


c  ^-^  n-  —  I 


V'/H  —  r- —  c 


Donc 


t  =   t,-r- 


"    y//r- —  c-  —  c' 


()t  _  i)ti  X  ^ I  —  n-  i  —  u         }.u  v/i  —  /? 

Os  ~    Os         ^,j2_c2_  c'        as 


rJ(V/'-— ^-— '-•'> 


Os 


Il  (^/„2_  Ci—C'Y 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équalion  (lo),  en  tenant  compte  de  ce 
(jue  f,  est  une  solution  :  il  vient 


•->,  y/i  —  «^ 


I  —  u  7. 


Il  \/ \  —  n- 


i)  (  >/  n  -  —  c-  —  c') 


Os 


(II)  '  Il     \ut^         v/ I  —  /i^  îw'v/' — n- 


i)  '  I  î  »/|         v/i  —  n^ 

1  2T  [  I  —  f/  7^7^7^177 


\/ n-  —  c-  —  c' )'  (  I  —  u)- 
\x      111  v/l  —  ''" 


R     I  —  î/    ^,i2_  c2— c' 


Donnons    à   toutes  les   fractions   le   dénominateur   (i  —  u)'-    cl 
écrivons  seulement  le  coefficient  de  u- 

2  A—  "^         ■-<  !JL  v^i  —  //2  (  v/z/î*—  r2  —  c' ) 


Si  I  on   rcmplact!  dans  l'expression  pif-cédcnlr  /,   cl   'x  par  lctii> 
valeurs,  —  par  tt  et  —  par  —  tt   —  ^  '  <>"  ^"'l  «M'tllc  csl  idciili- 

i>S     '  Il  (Ix     '  |{  I  ■ 

(picMiciil   nulle. 

L  ('(pi, il  ion    (II)    pcul     donc    >('iiii'c.     en    sii|i|)riiii;iiil     le    fac- 


—  \m  - 

i\J  \  —  n- 

teur  -  , 

(  yjn''-  —  c^—c'  )ti  —  u  y^ 

On   lire  de   là 


C  étant  une  constante  arbitraire. 
Nous  avons  donc  enfin 


(12) 

f—t.2 

L'équation  précédente  ne  contient  plus  qu'une  seule  quadrature  à 
effectuer. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  repose  sur  ce  que  Ton  connaît 
deux  solutions  de  léquation  de  Riccati  :  il  est  donc  en  défaut 
lorsque  tiZ=  to,  c'est-à-dire  lorsque 

71  =  ]  . 

Dans  ce  cas,  on  ne  connaît  que  la  solution 

tl- ^, 

Je  vais  montrer  que  la  résolution  de  l'équation  de  Riccati  peut 
encore,  dans  ce  cas,  se  ramener  à  une  quadrature  unique. 
Faisons  dans  léquation  (10) 

I 


Elle  devient 

du 

;jL 

<)s 

H 

doii  Ion  lire 

La  quadrature  1  (^-]--^\ds  peut  être  effectuer.  F.u  ('(IVt.  r<^ni 

1                              —  f        »    ,                 c'  ^\/  1  —  c-                      ( 
plaçons   uL   par   -^=  et   /,    par —  —„ :=  —  ■■ 

V'  I  —  ^*  ^  V  i  —  C-—  c' 

XI.  i3 


—  lïli  — 

l'intégrale  devient 

c"  c/s 
—  c  ds  T 


R  V^i  —  c-         y/i  —  c- — cj 
or  les  formules  de  M.  Serret  donnent 
c'  ds  c  ds 

L'intégrale  prend  donc  la  forme 

r  V  —  c  ds  /        I  i  \  de'         ~| 

J    L      '^       V/'  — ^-        \/i  —  c^-—c')        /,_c2— c'J 

/^    cdc 

l     — ^^z^z:::^^   -^  de 

_    r/      cc'ds ^       A  I  _     I    y/i  — c2 

Cette  dernière  intégi^ale  est  égale  à 


on  a  donc 


11  ne  reste  plus,  comme  nous  l'avons  annoncé,  qu'une  quadrature 
à  effectuer. 

Le  cas  des  courbes  planes  mérite  une  mention  spéciale,  parce 
que  les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  l'équation  (lo). 

Si,  en  effet,  on  fait  dans  cette  éf|uation  =  =  o,  elle  devient 

âf         a 
os         U 

d'où 

(i3)  /  -  Cf.'   ''      . 

Si  l'on  pose   /  =  tang  -^,  'Z>  sci-a  r;int;lc   du  pl;in  de  l:i  conrlic  c\  du 

()lari  Iniigenl  ;"t  la  développablc. 

l'oui'   deux    ^(ijntions    diHV'iciilr'N    ('oiTesnoiidiiiii    ;iii\    Milcin»;   r' 


('(  «•"  (If  l:i  coiislaiilc.  lions  ;iiiri)iis 


tang  -!- 
doù  cet  énoncé  : 

Etant  (Ion nées  deux  surfaces  dricloppables  lépondunl  u  la 
question  et  leurs  plans  tangents  en  un  ?nême  pjoint  M  de  la 
courbe  réfringente,  les  tangentes  trigonométriques  des  moitiés 
des  angles  que  font  ces  plans  tangents  avec  le  plan  de  la 
courbe  ont  un  rapport  constant  lorsque  le  point  AI  parcourt 
la  courbe  réfringente. 

Exemple.  —  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une  circon- 
férence de  ravon  R.  En  prenant  pour  axes  deux  diamètres  rectan- 
gulaires de  la  circonférence  et  pour  axe  des  :;  l'axe  du  cercle,  nous 
aurons 

J"  =  R  cosoj,     dx  =  —  R  «in  oj  r/(o. 
JK  =  R  sinio,      dr  =  R  cosio  r/oj, 
ds  =  R  dio. 

Il  faut  encore  pour  appliquer  la  formule  (i3),  calculer  c,  c'est- 
à-dire  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  tangente  au  cercle  avec  la 
direction  des  rayons  incidents.  Supposons  que  le  plan  des  zx 
soit  parallèle  aux  rayons  incidents  et  que  ceux-ci  fassent  avec 
l'axe  Ox  l'angle  a,  nous  aurons 

àx 
c  =:  cosa  —  =  —  cosa  sinco, 
os 

c  cosasinto 


cosa  sinoj 


V  rt-  —  cos^  a  -i-  cos-  7.  cos-  to 
f  \x  ds         /'  cos  a  si n  (o  doi 

d       "         J    ^ n- —  cos- a  -i-  cos- a  cos-co 

=  —  log(cosa  cosco  -}-  yn- —  cos- a  -f-  ros- 1  cns-to  ). 
Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (i3),  nous  obtenons 


/  =  lang  -•- 


-rs/^^ 


cosa  cosoj  -r  v  n- —  cos- a  -~  cos- a  cos- tu 


—  mi  — 

Celle  loriiuile  pevniellra  tréliuller  la  variation  de  l'angle  z  le 
Ions  de  la  circonférence. 

Remarque  1.  —  H  nous  reste  à  indiquer  comment  ont  été 
obtenues  les  deux  solutions  particulières  de  Téqualion  (_io).  C'est 
M.  Darboux  qui  m'a  suggéré  l'idée  de  cette  intéressante  application 
du  théorème  de  Malus.  On  sait  que  les  i-avons  réfractés  seront  nor- 
maux à  une  surface  ;  les  développables  que  nous  venons  d'étudier 
couperont  donc  celle  surface  suivant  ses  lignes  de  courbure.  Nous 
allons  déterminer  deux  lignes  de  courbure  particulières;  ce  seront 
les  sections  de  la  surface  par  uti  plan  V  perpendiculaire  aux  rayons 
incidents. 

Soient 

LM  un  ra\on  incident; 

I  sa  trace  sur  le  plan  P: 

M  le  point  où  il  rencontre  la  courbe  réfringente; 

MR  un  rayon  réfracté. 

Nous  appellerons  R  le  point  où  ce  rayon  perce  la  surlace  nor- 
male que  nous  éludions  :  Malus  a  démontré  qu'on  peut  obtenu- 
celte  surface  en  prenant  ^IR  de  telle  sorte  qu  ' 

MI  =  n  >    Ml;. 

Cela  posé  pour  tous  les  |)oinls  W  coniniuns  à  la  sui-laee  et  au 
plan  W  on  aura  la  relation  précédente.  c"esl-à-dire  (pie  la  normale 
à  la  surface  fait  avec  la  normale  au  plan  un  angle  constant  :  donc, 
d'après  le  théorème  de  Lancret,  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  est  une  ligne  de  courbure.  En  prenant,  au  lieu  de  l'angle  con- 
stant considéré  ci-dessus,  son  supplément,  on  aura  une  deu\u'-ine 
ligne  de  courbure. 

Remarfjuc  II.  —  Dans  le  cas  où  // =  i ,  les  deux  lignes  de 
courbure  considérées  ci-dessus  se  confondent.  La  développahle 
particulière  qui  nous  a  permis  dans  ce  cas  de  réduire  Tt'fpia- 
lion  (lo)  est  le  cvlindrc  (pii  a  pour  directrice  la  courbe  donnée 
et  pour  ^l'-néi-atrices  des  parallèle-  i  l.i  diieiilon  di'<  ra\oiis 
iiieuleiil  s. 

liciiniKjiii    III.    -       lou-   les  ra\ou>  rélVacl(->  au  nièuie  |.oiiit   M 
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de  la  courhc  ivlrinj^eiile  délermineronl  sur  la  surlucc  iioriiiali'  mie 
ligne  de  courl>ure  circulaire,  puisqu'il  faudra  porter  sur  chacun  la 

même   longueur  MR  =  — Ml.    La   surlace   normale   aura   donc    un 

'^  Il 

système  de  lignes  de  courbure  circulaires,  (^ela  posé,  on  sait  que 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  d'une  équation  de 
lliccati  est  constant  :  on  aura  donc,  entre  quatre  solutions  de 
l'éfpiation  (lo),  la  relation 

: =  con?t. 

ou,  en  se  rappelant  la  signification  géométrKpic  de  la  lellre 
/  =  tan"". 


=  const. 
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Or  les  quatre  plans  tangents  aux  développables  qui  correspondent 
aux  angles  CS),  cso,  '-53,  '^\  passent  par  la  tangente  MT,  c'est-à-dire 
par  Taxe  de  la  ligne  de  courbure  circulaire  :  l'équation  précédente 
exprime  donc  un  théorème  de  Géométrie  déjà  connu,  mais  dont 
nous  ne  connaissons  pas  de  démonstration  aussi  simple  que  la 
précédente,  à  savoir  que  :  Sur  toute  surface  enveloppe  de 
sphères,  quatre  lignes  de  courbure  non  ciiculaires  prises  à 
volonté  déterminent  sur  les  lignes  de  courbuje  circulaires 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  La 
méthode  que  nous  avons  employée  est  d'ailleurs  indépendante  du 
problème  particulier  que  nous  avons  en  vue,  puisque  Féqualion  de 
Riccati  a  été  obtenue  en  laissant  la  fonction  A  entièrement  arbi- 
traire. 

Généralisation   du  problème  —  Autres  cas  d'inté,:,nation 
(le  l'équation  (10). 

Nous  reprendrons  l'écpuilion  (j)  et  réqualion  (10) 

<)l         I  —  h        ;jL   ,    / 7- 

I  lo") 


')*■ 

T 

|{ 

V    ■ 

<)t 

1'- 

'). 

1 

^■ 

'  IT  " 

ïï'- 

rr 
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et   nous  chercherons  s'il   existe  d'autres  cas  d'intégration.   Mais 

remarquons  d'abord  que  dans  le  passage  de  la  première  de  ces 

,   ,      ,        -,  •     >  c  f^—i 

équations  a  la  deuxième  nous  avons  supprime  un  lacteur     ,_    • 

t  =  J —  I  ou,  ce  qui  revient  au  même,  /=  \J —  i  est  une  solution 
singulière  de  l'équation  (7).  Ainsi,  quelle  que  soit  la  loi  suivant 
laquelle  on  fasse  succéder  des  droites  issues  d'une  courbe  gauche 
donnée,  on  formera  une  surface  développable  en  prenant  celles 
qui  sont  dans  les  plans  tangents  au  cercle  imaginaire  de  l'infini,  et 
alors  toutes  ces  droites  issues  d'un  même  point  de  la  courbe  coïn- 
cideront entre  elles  et  en  particulier  avec  la  normale  à  la  courbe 
située  dans  le  plan  tangent  considéré. 

On  voit  ensuite  que   t^\   ou  /  =  co   n'est  solution  qu'autant 

que  'JL  ^ —  -=,',  mais  alors  /=  i  est  aussi  solution  de  l'équation  (10) 
et  la  suppression  du  facteur  — n'a  supprimé  aucune  solution. 

L'équation  (10)  nous  donnera  immédiatement  l'enveloppe  des 
plans  menés  par  la  tangente  qui  font  un  angle  constant  o  avec  le 
plan  osculateur  de  la  courbe.  Dans  ce  cas,  on  a 

()t  o 

—  =  o,     /  =  tann  -, 
iJs  '    'J. 

d'où 

R    /2^T  R 


'  T      -At  Tsincp 

et,  à  cause  de  I  écpiatlon  (rS  />/.v), 

1 

(14  )  tangRMT  =  — siii'i 

T 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  l'on  trace  sur  une  sur/are  développable  une  courbe  dont 
les  plans  oscu  la  leurs  fassent  avec  les  plans  tanfj^enls  de  la  sur- 
face un  an  file  ciaistant,  les  tan  i::eni.rs  à  la  <<airl>e  font  avec  les 
fi^énrrrt triées  de  la  surface  des  angles  dont  la  taniicnlc  trifo- 
noua''tri'f//r  a  pour  luileur  le  rapport  dr  la  aairburr  de  la 
courbe  à  sa  t<a'sion  niulliplir  jtar  le  sinus  di'  l'ani^le  e<aisfa/it . 

Miii^  hi    i(Ci|ii  oqiic  (le  ce  I  licorèliic  iiCsl   |i,is  \raic.   (  )ii  \(»il  sen- 
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lement  que  l'équalion  (lo)  pourra  encore  élre  intégrée  par  une 
seule  quadrature  dans  le  cas  où  la  loi  de  succession  des  ravons 
issus  de  la  courbe  sera  celle  indiquée   (i4)-  Supposons,  en  eflcl, 


ï\ 


T  sin  'Si 


'^  étant  une  constante. 
L'équation  (lo)  devient 


dt  /2  / 


ds        iT        T  sin  Ci        2T 


ou 


d'où 


dt 

ds 

sincp 

~  T 

df 

ds 

(.-cotj)(.- 

œ\    ~  2T 
"Si) 

0 

t  —  COl-i- 
2 

cote   1   — - 

Ce       J  1. 

0 

t  —  tang- 

2 

Cette  équation  ne  donnera  t  =  const.  que  si  la  constante  C  est 
nulle  ou  infinie. 
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M.  Poincaré  :  Sur  un  tliéorème  de  la  théorie  générale  des 
fonctions. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  représentation  géométrique  des  qua- 
ter  nions. 


SEANCE  DU   lo  JUIN  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROICHÉ. 

Elections  :  M.  Pellelreaii,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Brocard  et  Picquet;  et 
M.  Sylow,  professeur  à  Frederikshald  (Norwège),  présenté  dans 
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rf2  u        d-  u  _ 
dx-         dy^ 
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